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3.3 Nicht-kontextfreie Sprachen
Fragen:
(1) Existiert eine Sprache, die nicht kontextfrei ist?
(2) Wie kann man zeigen, dafl eine Sprache nicht kontextfrei ist?
Satz 3.4 (Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen). Sei L C 3* konteztfrei. Dann
cvistiert m > 0, so daf fir alle z € L mit |z| > n gilt: es cxistieren Worter u, v, w,x,y €
> mit
(1) z = wowzy,
(ii) lvwz| < n,
(1i7) |vzx| > 0 und

(v) fir alle m € N gilt uv™wx™y € L.
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Beweis durch Beispiel:
Da L kontextfrei ist, existiert eine kontextfreie Grammatik G mit L = L(G), sei z.B. G
die kontextfreie Grammatik mit den Regeln

S—aSB|abund B—0b| Bb.
Das Wort z = aaabbbb € L(G) hat die Ableitung

S = aSB = aSb = aaSBb = aaSBbb = aSbbb = aaabbbb

und damit den folgenden Ableitungsbaum:



Automaten und Komplexitét 84

0 S\B
a/S\ 1‘9
ATENEN

B
\
a b B b
\
b

S

Auf dem Ast zum dritten a kommt das Nichtterminal S mehrfach vor. Die beiden unteren
Vorkommen definieren zwei ,, Teilbdume* (den violetten und den blauen). Wenn wir den
violetten Teilbaum streichen, erhalten wir einen Ableitungsbaum fiir aabb, wenn wir ihn
verdoppeln einen fiir aa aabbb bbb.
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Allgemeiner konnen wir Ableitungsbéume fiir alle Worter der Form

aa...aabbb...bbb
—— N —

m mal a m mal bb

erhalten. Mit uw = a, v = a, w = ab, r = bb und y = b haben wir also uv™wz™y € L(G)
fiir alle m > 0 gezeigt.
Wichtig war hierbei:

e Keine rechte Seite einer Regel ist leer oder besteht aus einzelnem Nichtterminal
(was immer sichergestellt werden kann).

e Es gibt einen Ast, auf dem sich ein Nichtterminal wiederholt.
Hierfiir reicht es, einen Ast mit > |N| vielen Kanten zu haben.

Hierfiir wiederum reicht es, dafl |z| > maximale Lénge einer rechten Seite hoch
Anzahl der Nichtterminale ist. Wir setzen also n = max{|w| | (A — w) € P}N +1.

[



Automaten und Komplexitét 86

Beispiel 3.5. Sei ¥ = {a, b, c}. Die Sprache L = {a*0*c* | k > 0} ist nicht kontextfrei.

Beweis:

Angenommen, L wire kontextfrei. Nach dem Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen
existiert dann n > 1, so daf§ fiir alle z € L mit |z| > n Worter u, v, w, z,y € 3* existieren
mit den Figenschaften (i)-(iv) aus dem Pumpinglemma.

Betrachte das Wort z = a™b"c" € L. Wegen |z| = 3n > n existieren u, v, w,x,y € ¥* mit
()-(iv) |

Dann haben wir uvwzy O, = "™ und lvwz| < n (nach (ii)), also |[vwz|, = 0 oder
lvwz|. = 0. Damit folgt insbes. |vzx|, = 0 oder |vz|. = 0.

In beiden Féllen zeigen wir mit m = 0, daf} |uv™wz™y| = 3n gilt:

e angenommen |vz|. = 0. Dann gilt |uwy|. = |uwvwzy|. = |2|. = n. Nach (iv) haben
wir vwy = wwz'y € L, also |uwyl, = |vwyl, = [uwyl|, = n, also |uwy| = 3n.

e Im Fall |vz|, = 0 kann analog argumentiert werden.

Aus |uwy| = 3n = |z| = |uvwzy| folgt |vz| = 0, im Widerspruch zu (iii).
Also ist L nicht kontextfrei. []
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In Ubung gezeigt: Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter Vereinigung,
Verkettung und Iteration. Dies gilt auch fiir Klasse der reguldren Sprachen. Diese sind
auch abgeschlossen unter Komplementierung und Schnitt.

Folgerung. Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen unter Schnitt.

Beweis:
Die kontextfreie Grammatik mit den Regeln

S—AB A—c|aA B —bBc|e

erzeugt die kontextfreie Sprache L; = {a*b’c’ | k, ¢ > 0}; auch L, = {a*b*c* | k, ¢ > 0}
ist kontextfrei.

Es gilt aber L; N Ly = {a*0*c* | k > 0}. Diese Sprache ist nach Beispiel 3.5 nicht kontext-
frei, d.h. die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen unter Schnitten.

[
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Folgerung. Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen unter Kom-
plementierung.

Beweis:
Betrachte die folgenden kontextfreien Sprachen:

o L1 ={a,b,c}*\ {a}*{b}{c}*: erzeugt durch die kf. Grammatik mit den Regeln
Sl — AlbaAl ‘ AleAl ‘ AlcaAl Al — £ ‘ CLAl ‘ bAl ‘ CAl .

o Ly={a"v’c¢™ | k # ¢,m > 0}: erzeugt durch die kf. Grammatik mit den Regeln

S2 — AQGQCQ ‘ GQBQCQ G2 — CLGQb | E
A2—>CLA2|G BQ—>BQb|b C2_>€‘CC2.
o Ly = {a"b’c¢™ | k > 0,0 # m}: erzeugt durch die analoge kf. Grammatik mit den
Regeln
Sg — A3G303 | AngGg Gg — ngC | E

A3—>CLA3‘€ Bg—>B3b|b 03—>C|603.
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Dann ist L; U Ly U L3 kontextfrei, da diese Sprache durch die Vereinigung der drei kon-
textfreie Grammatiken mit den neuen Regeln

S_>51|SQ‘SS

erzeugt wird.

Es gilt aber
{a,b,c}*\ (L ULy U Ls) = {a"b"c" | k > 0},

d.h. das Komplement der kontextfreien Sprache L; U Ly U L3 ist die Sprache aus Bei-
spiel 3.5, also nicht kontextfrei.

Also ist die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen unter Komplementie-
rungen. L]
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Beispiel. Mit Hilfe des Pumpinglemmas fiir kontextfreie Sprachen kann auch gezeigt
werden, dafl die folgenden Sprachen nicht kontextfrei sind (mit X = {a, b}):

o {a'ba’ba'’ |i,j € N}
o {uu|ueX*}

o {uidus$ - up#Hv |k e Nyug, ..., up,v € X* i u; = v}



