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4 Turing-Maschinen

Frage: Was kann von einem rechnenden Menschen (ggf. mit Hilfsmitteln) berechnet wer-
den?

In der Arbeit ,, On computable numbers and an application to the Entscheidungsproblem*
von 1936 geht Alan Turing (1912-1954) davon aus, dafl ein ,,Rechnender

e sich Notizen auf beliebig viel Papier,
e sich endlich viel merken und

e nur einen begrenzten Teil der Notizen gleichzeitig tiberblicken und sich nur bléatternd
durch die Notizen bewegen kann.

e Auberdem arbeitet er mechanisch.

Aus diesen Uberlegungen heraus definierte er die heute so genannte ,, Turing-Maschine®.
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Definition. 1. Eine nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM) ist ein Tupel M =
(Q,%,1,¢,0,0, F), wobei
e () eine endliche Menge von ,,Zustédnden®,
e > das , Eingabealphabet®,
e [' das , Arbeitsalphabet® mit X U {0} C T,
L € ( der ,Initialzustand®,
¢ 5: QxT = P(QxT x{-1,0,1}) die “Uberfithrungsfunktion®,
e [1cTI'\ X das ,Leerzeichen“ und
e ' C () die Menge der ,,Endzustande® sind.

2. Eine (deterministische) Turing-Maschine (TM) ist eine NTM mit |0(q,a)| < 1 fiir
allege Qund a €1,
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3. Eine Konfiguration der NTM M ist ein Tripel (¢,p, B) mit ¢ € @, p € Z und
B:Z — T' mit B(i) = O fiir fast alle i € Z.

4. Fiir zwei Konfigurationen (g, p, B) und (¢, p’, B') setzen wir
(¢.p.B) F (¢'.p'. B),

wenn es (¢',b,z) € d(q, B(p)) gibt mit p’ = p 4+ = und

B/(i) = b | falls ¢ = p
B(i)  sonst.

5. Fiir Konfigurationen K und K’ schreiben wir
K+F K,
wenn es n € N und Konfigurationen Ky, Ky, --- , K, gibt mit

K=Ky- K- FK,=K'.
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6. Die NTM M akzeptiert das Wort w = apaias - - - a,—1 € X*, wenn es eine Konfigu-
ration (f,p, B) mit f € F gibt, so daf3

6(f, B(p)) =0 und (¢,0, B,) F* (f,p, B),

wobel

Bu (i) a; falls0<i<n
wll) =
[] sonst

fiir alle ¢ € Z gilt. Sei L(M) C ¥* die Menge der von M akzeptierten Worter.
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Beispiel. TM, die alle Worter iiber {0, 1} akzeptiert und dabei die Eingabe (als Binérzahl)
um 1 erhoht:

e Q=1{v,q0 ¢} e I'=1{0,1,00}

o ¥ =1{0,1} o F'={f}
Die Uberfithrungsfunktion ¢ ist durch das folgenden Bild gegeben:

z.B. 6(e,1) = {(¢,1,+1)},
d.h. bei Lesen von 1 im Zu-
stand ¢ bleibt die TM im
Zustand ¢, 1d8t die 1 auf
dem Band stehen und be-
wegt den Kopf eine Stelle
nach rechts.

1]1,+1
0]0,+1
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Beispielrechnung:
L
- 1 00110003 - - -
41
- ...0doioor 1 ool -
a2
Fo---001 0 1ootddd- - -
f

- ...00 1 010000-- -

L

--J01 0 0110004 - - -

q1

...00100 1 000 - -

q2

- 1 01000003 - - -

}_*

L

...0010011 O O- - -

q1

--JH10 0 oo - -

q2

--J O 1010004 - - -

132
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Beispiel. NTM mit L(M) = {a,b}*{ab}{a,b}*, die beim Akzeptieren ein Vorkommen
von ab durch ba ersetzt:

ala,+1 ala,—1
b|b,+1 b|b,—1




Automaten und Komplexitét 134

Beispiel. NTM mit L(M) = {a,b}*{aa}{a,b}*, die beim Akzeptieren ein Vorkommen

von aa durch b ersetzt:

ala,+1
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Beispiel. Die folgende TM akzeptiert die Menge der Worter w$w mit w € {a,b}*. Wir
haben gesehen, dafl diese Sprache nicht kontextfrei ist.
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Definition. Eine Sprache L C Y* heiflit semi-entscheidbar, wenn es eine det. TM M
gibt mit L = L(M). Sie heifit entscheidbar, wenn M zusétzlich so gewéhlt werden kann,

dafl sie bei jeder Eingabe irgendwann halt (d.h. fiir jedes Wort w € ¥* existiert eine
Konfiguration (¢, p, B) mit (¢,0, B,) F* (¢,p, B) und 6(q, B(p)) = 0).

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dafl jede reguléire Sprache entscheidbar ist (betrachte
den DFA als TM, die niemals den Inhalt des Bandes éndert).

Etwas weniger einfach ist zu sehen, daf jede kontextfreie Sprache entscheidbar ist (ver-
wende einen zusétzlichen Abschnitt des Bandes, um den CYK-Algorithmus auszufiihren).

Man kann auch zeigen, dafl jede NTM M in eine dquivalente TM umgewandelt werden
kann (die eine Breitensuche in der Menge der Konfigurationen von M durchfithrt und
daher ,sehr viel langsamer® als M ist).
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Church-Turing-These Fine Sprache L C ¥* kann genau dann durch einen Algorithmus
akzeptiert werden, wenn es eine Turing-Maschine M gibt mit L(M) = L.

mogliches Killerargument gegen die These:

e cin Algorithmus, der einen Sprache akzeptiert, die von keiner Turing-Maschine ak-
zeptiert wird.

allg. akzeptierte Argumente fiir die These:
e Turings Analyse des Rechnens eines Menschen.
e Man kann von vielen Sprachen zeigen, daf sie von einer TM akzeptiert werden.

e Verschiedenste alternative Berechnungsmodelle (z.B. Registermaschinen, Markov-
Algorithmen und -Tabellen, Gédels rekursive Funktionen, Churchs M-Kalkiil, rudi-
mentéire Programmiersprachen, ...) haben sich als nicht stérker als Turing-Maschinen
erwiesen.

e Niemand hat in den vergangenen 80 Jahren eine algorithmisch erkennbare Sprache
angegeben, die von keiner Turingmaschine akzeptiert wird.



