Korrektheit

Konnen wir durch mathematische Beweise zu falschen Aussagen kommen?

Kdnnen wir durch das natiirliche SchlieBen zu falschen Aussagen kommen?

Existiert eine Menge I von Formeln und eine Formel ¢ mit I - ¢ und
I =w 7 Fiir welche Wahrheitswertebereiche W7

Frage fiir diese Vorlesung
Fiir welche Wahrheitswertebereiche W gilt

Nl = TEwe

bzw.
@ ist Theorem = ¢ ist W-Tautologie?
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Beispiel
Betrachte den Kleeneschen Wahrheitswertebereich Kj;.
® Sei p atomare Formel.
[p]* N Also gilt 0 - p — p,
p—p (=1 d.h. p — p ist Theorem.
® Sei B K3-Belegung mit B(p) = 1/2. Dann gilt
B(p — p) = max(B(p), 1 — B(p)) = ¥/2,
also inf{B(y) |y €0} =1>12=B(p— p).
Damit haben wir gezeigt ) £k, p — p.
Die Implikation
NlFe = TEwe
gilt also NICHT fiir den Kleeneschen Wahrheitswertebereich W = K3 und
damit auch NICHT fiir den Wahrheitswertebereich der Fuzzy-Logik F.
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Korrektheitslemma fiir nat. SchlieRen & Wahrheitswertebereich B

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in der Menge I' und Konklusion ¢.

Dann gilt I =g ¢, d.h. inf{B(7) | v € T} < B(¢) fiir alle passenden
B-Belegungen B.

Beweis: Induktion iiber die GroRe der Deduktion D (d.h. Anzahl der
Regelanwendungen).

IA die kleinste Deduktion D hat die Form ¢ mit Hypothese ¢ und
Konklusion . Sei B passende B-Belegung.

Hypothesen von D in T = o € I = inf{B(v) | v € T} < B(yp)
=TI ’:B ()
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IV Behauptung gelte fiir alle Deduktionen, die kleiner sind als D.

IS Wir unterscheiden verschiedene Fille, je nachdem, welche Regel als
letzte angewandt wurde.

(Al) Die Deduktion D hat die Form

VV

o B
alAp

(AD

mit ¢ = a A 3. Sei B passende B-Belegung. Nach IV gelten
inf{B(v) [y € T} < B(a) und inf{B(7) | v € T} < B(B)
und damit
inf{B(7) |y € T} < B(a) Ag B(B) = B(a A B) = B(yp).

Da B beliebig war, haben wir [ =g ¢ gezeigt.
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(VE) Die Deduktion D hat die Form

c YA T

VVV

aVp ®
2

Also gibt es Deduktion E mit Hypothesen in I und Konklusion o Vv 3
und Deduktionen F und G mit Hypothesen in ' U {a} bzw. ' U {3}
und Konklusion ¢. Sei B passende B-Belegung. Nach IV gelten

inf{B(y) |y €} < BlaVp) (1)
inf{B(y) |y € TU{a}} < B(y) ()
inf{B(v) | v € TU{B}} < B(yp) 3)
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Wir unterscheiden zwei Falle:

@ B(a) < B(B):

inf{B(7) |7 € T} < BlaV 8) = B(a) Vs B(8) = B(5)

impliziert
inf{B(7) | v € T} = inf{B(7) |7 € T U {B}} © B(y)

@ B(a) > B(B): analog

Da B beliebig war, haben wir [ =g ¢ gezeigt.
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(—1) Die Deduktion D hat die Form

My

B

a—f

(=1

mit ¢ = o — (. Sei B eine passende B-Belegung. Nach IV gilt
inf{B() |y e T U{a}} < B(B)

Wir unterscheiden wieder zwei Falle:

B(a)=0: inf{B(y)|vel} < 1= —p(B(a),B(B))
B(a — B) = B(p)
inf{B(7) |y € TU{a}}
B(8) = —& (B(a),B(8))
= Bla—p)=B(y)

Da B beliebig war, habe wir [ =g ¢ gezeigt.

Bla)=1: inf{B(v)|~veTl}

IN
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(raa) Die Deduktion D hat die Form

Ty

—(raa)

Sei B eine passende B-Belegung. Nach IV gilt
inf{B(y) |y eTu{-¢}} <B(L)=0.

Wir unterscheiden wieder zwei Fille:
® inf{B(y) |y €T} =0:dann gilt inf{B(7) | vy € T} < B(y).
® inf{B(y) |y e€Tl} =1 Wegen inf{B(v) | vy € TU{~¢}} =0 folgt
0 = B(—¢) = —8(B(¢)) und daher B(p) =1 > inf{B(v) | vy €T}.
Da B beliebig war, haben wir [ =g ¢ gezeigt.
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Ist die letzte SchluBregel in der Deduktion D von der Form (Al), (VE),
(—1) oder (raa), so haben wir die Behauptung des Lemmas gezeigt.
Analog kann dies fiir die verbleibenden Regeln getan werden. Ol

Korrektheitssatz fiir natiirliches SchlieBen & Wahrheitswertebereich B f
Fiir jede Menge von Formeln ' und jede Formel ¢ gilt

Nl = TEBe.

Beweis: Wegen I - ¢ existiert eine Deduktion D mit Hypothesen in I und

Konklusion . Nach dem Korrektheitslemma folgt ' =5 ¢. O]
Korollar
Jedes Theorem ist eine B-Tautologie. L
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Korrektheitssatz fiir nat. SchlieBen & Wahrheitswertebereich By
Fiir jede Menge von Formeln I' und jede Formel ¢ gilt

Nl = Mg .

Beweis:

® 1. Variante: verallgemeinere den Beweis von Korrektheitslemma und
Korrektheitssatz fiir B auf By
(Problem: wir haben mehrfach ausgenutzt, dall B = {0,1} mit 0 < 1)

® 2. Variante: Folgerung aus Korrektheitssatz fiir B. Ol
Korollar
Jedes Theorem ist eine Br-Tautologie. L
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Korrektheitslemma fiir nat. SchlieBen & Wahrheitswertebereich Hg

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in der Menge ' und Konklusion ¢,
die die Regel (raa) nicht verwendet. Dann gilt I' =4, .

Beweis: dhnlich zum Beweis des Korrektheitslemmas fiir den
Wahrheitswertebereich B. Nur die Behandlung der Regel (raa) kann nicht
ibertragen werden. O
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Beispiel
Sei p eine atomare Formel.

1
e el gy Also gilt {~—p} F p, d.h. p ist
—(raa)! syntaktische Folgerung von ——p.

Sei B Hr-Belegung mit B(p) = R\ {0}.
= (nach Folie 3.21) B(—=—p) =R 2 R\ {0} = B(p)
= ——p W, p, d.h., pist keine Hg-Folgerung von ——p.
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Korrektheitssatz fiir nat. SchlieBen & Wahrheitswertebereich Hy
Fiir jede Menge von Formeln I und jede Formel ¢ gilt

[+ @ ohne (raa) = I =y, ¢.

Korollar
Jedes (raa)-frei herleitbare Theorem ist eine Hg-Tautologie.
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Folgerung

Jede Deduktion der Theoreme ——¢ — ¢ und ¢ V = ohne Hypothesen
verwendet (raa).

Beweis: Folien 2.26 und 2.27: diese zwei Formeln sind Theoreme.
Folien 3.20 und 3.22: diese zwei Formeln sind keine Hg-Tautologien.

Korollar auf vorheriger Folie: sie sind nicht (raa)-frei herleitbar. O
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Vollstandigkeit

Kénnen wir durch mathematische Beweise zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Konnen wir durch das natiirliche SchlieBen zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Existiert eine Menge I' von Formeln und eine Formel ¢ mit I =y ¢ und
It/ o7 Fiir welche Wahrheitswertebereiche W?

Frage fiir diese und die nichste Vorlesung
Fiir welche Wahrheitswertebereiche W gilt

FlNEwe = ko

bzw.
@ ist W-Tautologie = ¢ ist Theorem?
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Plan

Sei W einer der Wahrheitswertebereiche B, K3, F, Bgr, Hg.
zz.istT'Ewp = Tk
dies ist dquivalentzu T ¥ ¢ = T }£Ew .

hierzu gehen wir folgendermalen vor:

M FEw e
1 (Folie 5.8)
Fre M ¢
{ (Folie 4.17) { (Folie 5.7)
U {—¢} konsistent U {—p} erfillbar
|} (Folie 4.20) 1 (klar)
JA D T U {—¢} maximal konsistent = A erfiillbar

(Folie 5.2)
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Konsistente Mengen

Definition

Sei ' eine Menge von Formeln.

I" heillt inkonsistent, wenn I = L gilt. Sonst heillt ' konsistent.

Lemma
Sei I eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann gilt

¥ o < TU{—¢} konsistent.
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Beweis:

Wir zeigen ,,[ - ¢ <= T U {=p} inkonsistent":

Richtung ,, =", gelte also ' I ¢.

— es gibt Deduktion D mit Hypothesen in I und Konklusion ¢

= Wir erhalten die folgende Deduktion mit Hypothesen in ' U {—¢} und

Konklusion _L:
@
2

08

= TU{=p}F L, dh. T U{=p} ist inkonsistent.
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Richtung ,,<=", sei also ' U {—p} inkonsistent.
—> Es gibt Deduktion D mit Hypothesen in ' U {—¢} und Konklusion L.

= Wir erhalten die folgende Deduktion mit Hypothesen in I und Konklu-

sion (:
FWVW}
1
?(raa)
=l O
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Maximal konsistente Mengen

Definition
Eine Formelmenge A ist maximal konsistent, wenn sie konsistent ist und
wenn gilt ,X D A konsistent =— ¥ = A"

Satz

Jede konsistente Formelmenge I ist in einer maximal konsistenten
Formelmenge A enthalten.

Beweis:

Sei ¢1, 2, ... eine Liste aller Formeln (da wir abzihlbar viele atomare
Formeln haben, gibt es nur abzidhlbar viele Formeln)
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Wir definieren induktiv konsistente Mengen I
® Setze [ =T

® Setze 1 = {I',, U{en} falls diese Menge konsistent
n sonst.
Setze nun A =, .
@ Wir zeigen indirekt, daR A konsistent ist: Angenommen, A+ 1.

= Es gibt Deduktion D mit Konklusion L und endlicher Menge von
Hypothesen A’ C A.

= Esgbtn>1mit A'CTl,

— I, L, 4 zu T, konsistent. Also ist A konsistent.

@ Wir zeigen indirekt, daB A maximal konsistent ist. Sei also ¥ D A
konsistent. Angenommen, ¥ # A.

= esgibt ne Nmit p, e L\ A
= M, U{¢n} C AUZX =X konsistent.
= @p € 11 C A, ein Widerspruch, d.h. A ist max. konsistent. [
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Lemma 1 :
Sei A maximal konsistent und gelte A - ¢. Dann gilt ¢ € A. L

Beweis:

@ Zunachst zeigen wir indirekt, dal A U {¢} konsistent ist:
Angenommen, AU {¢} F L.

= 3 Deduktion D mit Hypothesen in A U {¢} und Konklusion L.
A ¢ = 3 Deduktion E mit Hypothesen in A und Konklusion ¢.

= Wir erhalten die folgende Deduktion:

A
V Also A+ 1, ein Widerspruch
A o zur Konsistenz von A.

Also ist A U {¢} konsistent.

L
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@ Da AU {p} D A konsistent und A maximal konsistent ist, folgt

A =AU{p}, dh. ¢ A. O
Lemma 2 :
Sei A maximal konsistent und ¢ Formel. Dann gilt ¢ ¢ A <= —p € A. L
Beweis:

® Zunichst gelte ¢ € A. Angenommen, ¢ € A. Dann haben wir die
Deduktion
PP
-E
P (-E)

und damit A+ L, was der Konsistenz von A widerspricht.

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 4. Vorlesung 4.23



® Gelte nun ¢ ¢ A.
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= A C AU{p} = AU {p} inkonsistent (da A max. konsistent)
— Es gibt Deduktion D mit Hypothesen in AU{p} & Konklusion L.

= Wir erhalten die folgende Deduktion:

Ay

1
N

= A+ ¢ = —¢ € A (nach Lemma 1) O
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