Beispiele

@ Strukturen A mit entscheidbarer Theorie Th(.A):
° (N7+)' (N7 )
0 falls n=0
° (N, +,V, it Vi: N—= N:
(N, Vi) mit Vie: N = N2 {max{k’” | k™ teilt n} sonst
° (Ra +, ')' ((Ca =+, )
@ Strukturen A, deren Theorie Th(.A) unentscheidbar ist:

* (N, +,), (N, +[), (N, + {n* [ neN})
* (N,+, Vi, V), falls i = j = 0 aus k' = ¢/ folgt
o (T*,) fiir |T| >2

Wir zeigen jetzt, daR keine unentscheidbare Theorie semi-entscheidbar ist:
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Satz

Sei A eine Struktur, so daf Th(.A) semi-entscheidbar ist. Dann ist Th(.A)
entscheidbar.

Beweis:
Sei B das Komplement von Th(.A), d.h.

peEB «— Al
—= AE-¢p
< ¢ € Th(A).

Die Abbildung ¢ — —y ist also eine Reduktion von B auf die
semi-entscheidbare Menge Th(.A). Also ist B semi-entscheidbar. Da also
Th(.A) und das Komplement B semi-entscheidbar sind, ist Th(.A)
entscheidbar (vgl. ,,Automaten, Sprachen und Komplexitat™). ]
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Korollar -
Die Menge Th(/N) der Aussagen ¢ mit N/ = ¢ ist nicht semi—entscheidbarl

Beweis:
Klar mit Satzen auf Folien 10.18 und 11.2. ]
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e Korollar (1. Gédelscher Unvollsténdigkeitssatz) |
@} Sei I' eine semi-entscheidbare Menge von Satzen
e ‘N mit N =~ fiir alle y € T.

v 9

Dann existiert ein Satz ¢ mit ' ¥ p und T ¥ =
J‘Q £ « o (d-h. [ ist nicht vollstandig").

Godel
906-1978)

Beweis: I semi-entscheidbar
= {(D, ¢) | D Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion ¢}

semi-entscheidbar
= {¢ | I F ¢} semi-entscheidbar und (nach Korrektheitssatz)

Teilmenge von Th(N)
= {¢ | T F ¢} € Th(N) (denn Th(N) ist nicht semi-entscheidbar)

— es gibt Satz oy mit N o und T ¥ ¢

Angenommen, [ - —p
= N | —¢, im Widerspruch zu N = ¢
= [ F -p. O

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 11. Vorlesung 11.4



Ein 2. Semi-Entscheidungsverfahren fiir allgemeingiiltige
Formeln

bekanntes Verfahren mittels natiirlichem SchlieBen:

Suche hypothesenlose Deduktion mit Konklusion ).

Jetzt alternatives Verfahren, das auf den Endlichkeitssatz der
Aussagenlogik (Folie 5.21) zuriickgreift:

e Berechne aus X-Formel i) eine Menge E von aussagenlogischen
Formeln mit

E unerfiillbar <= - unerfiillbar <= 1 allgemeingiiltig

e Suche endliche unerfiillbare Teilmenge E’ von E.
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Kern des Verfahrens ist es also, aus ¥-Formel ¢ eine Menge E
aussagenlogischer Formeln zu berechnen mit

¢ unerfiillbar <= E unerfiillbar.

Hierzu werden wir die Formel ¢ zunéchst in zwei Schritten
(,,Gleichungsfreiheit” und ,,Skolem-Form") vereinfachen, wobei die Formel
erfullbar bzw. unerfullbar bleiben muRB.

Definition
Zwei Y-Formeln ¢ und v heiRen erfiillbarkeitsdquivalent, wenn gilt:

@ ist erfiillbar <= 4 ist erfiillbar

Unsere Vereinfachungen miissen also erfiillbarkeitsdquivalente Formeln
liefern.
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Elimination von Gleichungen

Definition
Eine X-Formel ist gleichungsfrei, wenn sie keine Teilformel der Form s =t
enthalt.

Ziel: Aus einer X-Formel ¢ soll eine erfiillbarkeitsdquivalente gleichungs-
freie Formel ¢’ berechnet werden.

Bemerkung: Man kann i.a. keine dquivalente gleichungsfreie Formel ¢’
angeben, da es eine solche z.B. zu ¢ = (VxVy: x = y)
nicht gibt.

Idee: Die Formel ¢’ entsteht aus ¢, indem alle Teilformeln der Form x = y

durch Gl(x, y) ersetzt werden, wobei Gl ein neues Relationssymbol
ist.
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Notationen
e Sei ¥ = (9, Rel, ar) endliche Signatur und ¢ ¥-Formel.

® Y1 = (Q,Relw {Gl}, arg) mit arqi(f) = ar(f) fir alle f € QU Rel
und argi(Gl) = 2.

e Fiir eine X-Formel ¢ bezeichnet ¢ die X q-Formel, die aus ¢
entsteht, indem alle Vorkommen von Teilformeln s = t durch Gl(s, t)
ersetzt werden.
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Behauptung :
¢ erflillbar = ¢ erfiillbar L

Beweis ¢ erfiillbar
= es gibt X-Struktur A und Variableninterpretation p mit A |=, ¢

Wir definieren eine ¥ 1-Struktur BB wie folgt:
* Us= U4
o fB=fAfiralle f €Q,
e RB = RA fiir alle R € Rel und
e G ={(a,a) | a € Ug}, d.h. GI7 ist die Gleichheit auf Ug.

Dann gilt offensichtlich
AkEp,p = BE,par-
Also ist ¢ erfiillbar.
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Behauptung :
Es gilt nicht: ¢ erfiillbar <= ¢ erfiillbar. L

Beweis: Betrachte die Formel ¢ = 3x —(x = x), die offensichtlich
unerfiillbar ist.

Dann ist aber pg) = Ix 7Gl(x, x). Sei B L-Struktur mit GI18 = 0. Dann
gilt B = g, also ist ¢g erfiillbar. O

Ahnlich fiihren die folgenden Formeln zu einem Beweis dieser Behauptung:
° o =3x,y(x=yAy#x) (wihle GI® nicht symmetrisch)
e o =3x,y,z(x=y Ay =z Ax # z) (wshle GI® nicht transitiv)
* p=3xy(x=yNf(x)#f(y))
e v =3x,y,z(x=y NE(x,z) N—E(y, z))

denn die Formel og fordert nicht, daR G1? eine , Kongruenz" sei.
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Definition
Sei A eine X-Struktur und ~ eine binire Relation auf Uy4. Die Relation ~
heit Kongruenz auf A, wenn gilt:
® ~ ist eine Aquivalenzrelation (d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch)
e fiir alle f € Q mit k = ar(f) und alle a1, b, ..., ax, by € Uy gilt

alel,aszz,...,akok — fA(al,...,ak)NfA(bl,...,bk)

e fiir alle R € Rel mit k = ar(R) und alle a1, by, ..., ak, b € Uy gilt

al~b1,...,ak~bk,(al,...,ak)eRA — (bl,...,bk)ERA

4
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Beispiel:
@ Ist A Struktur, so ist die Gleichheit = eine Kongruenz auf A.
@ Sei Z =(Z,+,-) und fir a,b € Z gelte

a~ b <= |a— b|ist Vielfaches von 17.

Dann ist ~ eine Kongruenz auf Z.

D Sei U.A = {317 an, blv €1, C2, C3} und
E4 = {(ai, b1), (b1,6), (¢, a) | 1 <i<2,1<j<3}.
Dann ist die folgende Relation ~ eine Kongruenz:

{(a;,aj),(bl,bl),(Ck,Cg) ‘ 1< ’7./ <2,1< k,ﬁ < 3}
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Veranschaulichung des letzten Beispiels:

(5]
(6))
(&}
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Definition
Sei A eine L-Struktur und ~ eine Kongruenz auf A.
@ Fiir ac Uy sei [a] = {b€ Uy | a~ b} die Aquivalenzklasse von a

bzgl. ~.
@ Dann definieren wir den Quotienten B = A/~ von A bzgl. ~ wie
folgt:
* Ug=Ua/~={[a]| 2 € U4}
® Fiir jedes f € Q mit ar(f) = k und alle ay,...,ax € Uy setzen wir

fB([al], ceey [ak]) = [fA(al, ey ak)] .
® Fiir jedes R € Rel mit ar(R) = k setzen wir
RE = {([a1], [32); - - s [ak]) | (a1, - - -, ak) € RA}.

@ Sei p: Var — U4 Variableninterpretation. Dann definiere die
Variableninterpretation

p/~: Var — Ug: x — [p(x)].
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Veranschaulichung am letzten Beispiel:

(6))

G a c

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 11. Vorlesung 11.15



Lemma 1

Sei A Struktur, p: Var — U4 Variableninterpretation und ~ Kongruenz.
Seien weiter B = A/~ und pg = p/~. Dann gilt fiir jeden Term t:

[p()] = pss(2).-

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau des Terms t:
ILA. t = x ist Variable. Dann gilt

[p(t)] = [p(x)] = pB(x) = p5(t)
nach Definition der Variableninterpretation pg.
I.S. Sei t = f(t1,..., tx). Dann gilt

[p()] = [F(p(tr), -, p(te))]

FE(lp(ta)]; - -, [p(t)])

= Bps(tr),- ... p8(t))

= ps(t). O
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Lemma 2

Sei A ¥-Struktur, ~ Kongruenz und B = A/~. Dann gilt fiir alle R € Rel
mit k = ar(R) und alle ¢1,...,cx € Ua:

([C;[]7 [Cg],. . .,[Ck]) € RB = (C1,C2,...,Ck) S R'A.

Beweis:
<" klar nach Definition von RB

.=" Sei ([c1], ..., [ck]) € RB

— es gibt (a1,...,ax) € RA mit ([a1],. .-, [a]) = ([c1]; - - -, [ck])
— a1 ~C, ..., Ak~ Ck
— (c1,...,ck) € RA da ~ Kongruenz ist. O

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 11. Vorlesung 11.17



Satz

Seien A ¥ q-Struktur und p: Var — U4 Variableninterpretation, so dal
~ = GI* Kongruenz auf A ist.

Seien B = A/~ und pg = p/~.
Dann gilt fiir alle X-Formeln ¢:

AE,pq <= BE,;¢.

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau der Formel ¢.
ILA. ¢ ist atomare Formel:

* v =R(t1,...,t) fir Terme ty,..., tx. Dann gelten ¢ = ¢ und

A=) ear (p(tr), ..., p(t)) € RA

([o(t1)]; - [p(t)]) € RE (Lemma 2)
(ps(t1), ..., ps(tc)) € R® (Lemma 1)
B s o
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® o = (s=t) fir Terme s und t und damit v = GI(s, t).

(p(s), p(t)) € GI*
p(s) ~ p(t)

[p(s)] = [p(t)]
ps(s) = ps(t)
B':,OBSD

A |:p Pal

HMHH

I.S.
® o =aApB: Dann gilt ¢ = aq) A Bar und damit

A |:p wgr < A |:p oGl und A ):p 5(;1
Y B >:PB a und B ):PB B
= BE,;¢

® o=V f3: analog
® o=« — (3: analog
® = —a: analog

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 11. Vorlesung 11.19



® o = dxa: Dann gilt vg = Ix ag) und damit

A, pa <= esgibtacUamit A=, acl

é es gibt a € Uy mit B ):(p[x»—m])/w (o]

<= esgbtaec Uy mit B ):PB[XH[E]] a
(denn (p[x = a])/~ = pplx = [a]])
es gibt b € Ug mit B }:pB[X*—)b] o}

B':pb’@

® F =Vxa: analog. O

—
—
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Lemma

Aus einer endlichen Signatur £ kann ein gleichungsfreier Horn-Satz Kongy
liber X1 berechnet werden, so dakR fiir alle X g1-Strukturen A gilt:

A = Kongy <= GI* ist eine Kongruenz.

Beweis:

SS 20

Vx: Gl(x, x) AVx,y: (Gl(x, y) = Gl(y, x))
Vx,y,z: (Gl(x,y) A Gl(y, z) — Gl(x, z))

feQ 1<i<ar(f)

A vz ([ | R&OA N\ Glay) | = R()
ReRel 1<i<ar(R)
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Satz

Aus einer endlichen Signatur £ und einer X-Formel ¢ kann eine
gleichungsfreie und erfiillbarkeitsdquivalente ¥ -Formel ¢’ berechnet
werden.

Ist o Horn-Formel, so ist auch ¢’ Horn-Formel.

Beweis:
Setze ¢’ = pa) A Kongy-.
wir zeigen: ¢ erfiillbar <= ¢’ erfiillbar

.= 1 Seien A X-Strukur und p Variableninterpretation mit A =, ¢. Sei
B = (A, =) die auf Folie 11.9 konstruierte ¥ -Struktur. Dann gilt
offensichtlich B |=, pc1 A Kongs, d.h. ¢ ist erfiillbar.

.<" Seien A Y. q1-Struktur und p Variableninterpretation mit A |=, 4
— GI* =: ~ ist Kongruenz auf A (Lemma auf Folie 11.21)
= A/~ F,/~ ¢ (Satz auf Folie 11.18)
Also ist ¢ erfiillbar. O
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