
Berechnung von Lösungen

Beispiel γ = ∀x , y (R(x , f (y)) ∧ R(g(x), y))

ϕ = ∀x , y R(x , y)

Gilt {γ} |= ϕ? nein, denn A |= γ ∧ ¬ϕ mit

A = (N, f A, gA,R)

f A(n) = gA(n) = n + 1 für alle n ∈ N

RA = N
2 \ {(0, 0)}

Gibt es variablenfreie Terme s und t mit {γ} |= R(s, t)?

ja: z.B. (s, t) = (g(f (a)), g(a)) oder (s, t) = (g(a), g(a)) oder
(s, t) = (a, f (b))
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Kann die Menge aller Termpaare (s, t) (d.h. aller „Lösungen“) mit
{γ} |= R(s, t) effektiv und übersichtlich angegeben werden?

Wegen
{γ} |= R(s, t) ⇐⇒ γ ∧ ¬R(s, t) unerfüllbar

ist die gesuchte Menge der variablenfreien Terme (s, t) semi-entscheidbar,
d.h. durch eine Turing-Maschine beschrieben.

Im Rest des Logikteils der Vorlesung „Logik und Logikprogrammierung“
wollen wir diese Menge von Termpaaren „besser“ beschreiben (zumindest in
einem Spezialfall, der die Grundlage der logischen Programmierung bildet).
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Erinnerung

Eine Horn-Klausel der Prädikatenlogik ist eine Aussage der Form

∀x1 ∀x2 . . . ∀xn ((¬⊥ ∧ α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm) → β) ,

mit m ≥ 0, atomaren Formeln α1, . . . ,αm und β atomare Formel oder ⊥.

Aufgabe

ϕ1, . . . ,ϕn gleichungsfreie Horn-Klauseln, ψ(x1, x2, . . . , xℓ) = R(t1, . . . , tk)
atomare Formel, keine Gleichung. Bestimme die Menge der Tupel
(s1, . . . , sℓ) von variablenfreien Termen mit

{ϕ1, . . . ,ϕn} |= ψ(s1, . . . , sℓ) = R(t1, . . . , tk)[x1 := s1] · · · [xℓ := sℓ] ,

d.h., für die die folgende Formel unerfüllbar ist:
∧

1≤i≤n

ϕi ∧ ¬ψ(s1, . . . , sℓ) ≡
∧

1≤i≤n

ϕi ∧ (ψ(s1, . . . , sℓ) → ⊥)
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Erinnerung

• Eine Horn-Formel der Prädikatenlogik ist eine Konjunktion von
Horn-Klauseln der Prädikatenlogik.

• Eine Horn-Klausel der Aussagenlogik ist eine Formel der Form

(¬⊥ ∧ q1 ∧ q2 ∧ · · · ∧ qm) → r

mit m ≥ 0, atomaren Formeln q1, q2, . . . , qm, r atomare Formel od. ⊥.

Beobachtung

• Wir müssen die Unerfüllbarkeit einer gleichungsfreien Horn-Formel der
Prädikatenlogik testen.

• Ist ϕ gleichungsfreie Horn-Klausel der Prädikatenlogik, so ist E (ϕ)
eine Menge von Horn-Klauseln der Aussagenlogik.
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Schreib- und Sprechweise

• {α1,α2, . . . ,αn} → β für Horn-Klausel der Prädikatenlogik
(¬⊥ ∧ α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn) → β
insbes. ∅ → β für ¬⊥ → β

• {(Ni → βi ) | 1 ≤ i ≤ m} für Horn-Formel
∧

1≤i≤m

(Ni → βi )
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Folgerung

Sei ϕ =
∧

1≤i≤n

ϕi gleichungsfreie Horn-Formel der Prädikatenlogik. Dann ist

ϕ genau dann unerfüllbar, wenn
⋃

1≤i≤n E (ϕi ) im aussagenlogischen Sinne
unerfüllbar ist.

Beweis: Für 1 ≤ i ≤ n sei

ϕi = ∀x i1, x
i
2, . . . , x

i
mi
ψi .

Zur Vereinfachung nehme wir an, daß die Variablen x ij für 1 ≤ i ≤ n und
1 ≤ j ≤ mi paarweise verschieden sind.
Dann gilt

ϕ ≡ ϕ′ := ∀(x ij ) 1≤i≤n
1≤j≤mi

∧

1≤i≤n

ψi .

Wir erhalten

E (ϕ′) = {
∧

1≤i≤n

αi | αi ∈ E (ϕi ) für alle 1 ≤ i ≤ n}
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Für X ⊆ E (ϕ′) definiere

H(X ) = {α ∈
⋃

1≤i≤n

E (ϕi ) | α kommt in einer Formel aus X vor}

Damit gilt:
• ϕ unerfüllbar
=⇒ ϕ′ unerfüllbar
=⇒ (Folie 13.9) es gibt X ⊆ E (ϕ′) endlich und unerfüllbar
=⇒ H(X ) ⊆

⋃
1≤i≤n E (ϕi ) ist endlich und unerfüllbar

• H ⊆
⋃

1≤i≤n E (ϕi ) endlich und unerfüllbar
=⇒ es gibt X ⊆ E (ϕ′) endlich mit H ⊆ H(X )
=⇒ H(X ) endlich und unerfüllbar
=⇒ X unerfüllbar
=⇒ (Folie 13.9) ϕ′ unerfüllbar
=⇒ ϕ unerfüllbar.
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Folgerung

Eine gleichungsfreie Horn-Formel der Prädikatenlogik ϕ =
∧

1≤i≤n

ϕi ist

genau dann unerfüllbar, wenn es eine SLD-Resolution
(M0 → ⊥,M1 → ⊥, . . . ,Mm → ⊥) aus

⋃

1≤i≤n

E (ϕi ) mit Mm = ∅ gibt.

Beweis: ϕ unerfüllbar
⇔ (Folie 13.18)

⋃

1≤i≤n

E (ϕi ) unerfüllbar

⇔ (Folie 6.18) es gibt SLD-Resolution (M0 → ⊥,M1 → ⊥, . . . ,Mm → ⊥)

aus
⋃

1≤i≤n

E (ϕi ) mit Mm = ∅

SS 20 Logik und Logikprogrammierung 13.20



Wir wollen die Menge der Tupel (s1, . . . , sℓ) variablenfreier Terme
bestimmen, für die

∧

1≤i≤n

ϕi ∧ (ψ(s1, . . . , sℓ) → ⊥)

unerfüllbar ist (vgl. Folie 13.15).

Wegen E (ψ(s1, . . . , sℓ) → ⊥) = {ψ(s1, . . . , sℓ) → ⊥} suchen wir also die
Menge aller Tupel (s1, . . . , sℓ), so daß es SLD-Resolution
(M0 → ⊥, . . . ,Mm → ⊥) aus

⋃

1≤i≤n

E (ϕi ) ∪ {ψ(s1, . . . , sℓ) → ⊥}

mit Mm = ∅ gibt.

Wir versuchen, diejenige Tupel, für die diese SLD-Resolutionen „sehr
ähnlich“ sind, zusammenzufassen, und zwar in einer „prädikatenlogischen
SLD-Resolution“.
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