Aufgabe (vgl. Folie 13.15)

©1,- -, ¢n gleichungsfreie Horn-Klauseln, ¥(x1, x2, ..., x)) = R(t1, ..., tk)
atomare Formel, keine Gleichung. Bestimme die Menge der Tupel
(s1,...,5¢) von variablenlosen Termen mit

{@17"‘790n} ): ¢(517-~751£)7
d.h., fiir die die folgende Formel unerfiillbar ist:

N\ @i A@(st, ... s0) = L)

1<i<n
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Auf Folie 13.21 haben wir gesehen, daR dies genau dann der Fall ist, wenn
es eine SLD-Resolution (Mg — L, M; — L,..., M, — L) aus

U E(e) UE@ (s, ... s0) = L)

1<i<n
mit M, = () gibt.
Ziel
Zusammenfassung von moglichst vielen solchen SLD-Resolutionen fiir
verschiedene Termtupel (s1,...,s;) in einer pradikatenlogischen

SLD-Resolution.
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Pradikatenlogische SLD-Resolution

Erinnerung

® Eine Horn-Klausel der Pradikatenlogik ist eine Aussage der Form

VxiVxo ... Vxn (LA Qi Ao A Aam) = B),

=

mit m > 0, atomaren Formeln a1, ..., a, und 8 atomare Formel
oder L. Sie ist definit, wenn 8 # L.

o E(p) =A{¢[x1 :=ti][xx:=t]...[xn :=ta] | t1,t2,...,th € D(X)}

® Eine Horn-Klausel der Aussagenlogik ist eine Formel der Form

(CLA@GA@QA--ANGm)—r

mit m > 0, atomaren Formeln g1, g, ..., gm, r atomare Formel od. L. |
y
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Schreib- und Sprechweise
Fiir die Horn-Klausel der Pradikatenlogik

vxl...VXn(—\J_/\O[]_/\Oéz/\"'Aam)_>/8

schreiben wir kiirzer
{al,ag,...,am} —),3

insbes. ) — 3 fiir Vxy - - - Vx,(—L — 3)
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Erinnerung
Sei ' eine Menge von Horn-Klauseln der Aussagenlogik. Eine
aussagenlogische SLD-Resolution aus I ist eine Folge
(Mo — L,My — L,..., M, — L) von Hornklauseln mit
® (Mp— L)eTl und
e fiir alle 0 < n < m existiert (N — q) € I mit g € M,, und
Mn+1 = Mn \ {Q} UnN
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Definition
Sei ' eine Menge von gleichungsfreien Horn-Klauseln der Pradikatenlogik.
Eine SLD-Resolution aus I ist eine Folge

((Mo — J_,O'o), (Ml — J_,O'l), .. .,(Mm — J_,O'm))

von Horn-Klauseln und Substitutionen mit
® (Mp — L) €T und Def(og) =0
e fiir alle 0 < n < m existieren ) # Q C M,,, (N — «) € T und
Variablenumbenennung p, so dal8
® (NU{a})p und M, variablendisjunkt sind,
® 0,41 ein allgemeinster Unifikator von «p und Q ist und
d Mn+1 = (Mn\ QU N,O) On+1-

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 15. Vorlesung

15.6



Ziel (vgl. Aufgabe auf Folie 13.15 bzw. 15.1)

Seien I = {®1,...,pn} Menge gleichungsfreier Horn-Klauseln,
Y(x1,x2,...,x¢) = R(t1,..., tx) atomare Formel, keine Gleichung und
(s1,...,5¢) Tupel variablenloser Terme.

Dann sind 3quivalent:

(1) TE¥(s, . s).
(2) Es gibt eine SLD-Resolution ((M, — L, U”))O<n<m aus

Fu{Mo— L} mit Mg = {t)(x1,...,x)} und My, = () und eine
Substitution 7, so daR

Si =Xj0001 - O0OmT

fir alle 1 <7 < ¢ gilt.
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Lemma

Sei [ Menge von gleichungsfreien Horn-Klauseln der Pradikatenlogik und
(M — L,00)) eine SLD-Resolution aus ' U {Mp — L} mit

M, = 0.

Dann gilt I v ogo1 07 -+ on, fir alle ¥ € Mp.

0<n<m

Konsequenz

F={p1,...,on}, Mo ={t(x1,...,x0)}, T Substitution, so daR
Si = Xj 000102 -+ o, T variablenlos fiir alle 1 </ < ¢. Nach dem Lemma
gilt also

MNeEdv(xa,...,x0)00 - om

und damit
r ):w(xla---aXE)UO UmT:¢(517-~-75€)-

Die Implikation (2)=-(1) des Ziels auf Folie 15.7 folgt also aus diesem
Lemma.
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Beweis: Wir zeigen induktiv fiir alle m > n > 0:

FNEvYopi10n42: - o firalle v € M, .

(wegen tog = t fiir alle Terme folgt dann die Behauptung mit n = 0.)

IA n = m: wegen M, = () ist Behauptung hierfiir trivial.
IS Sei n < mund ¢ € M,,.

SS 20

Da ((Mi = L,01))y;<,, Pradikatenlogische SLD-Resolution aus

FU{My — L} ist, existieren (N = a) €T, 0 # Q C M, und
Variablenumbenennung p, so dal8

® (NU{a})p und M, variablendisjunkt sind,

® 0,11 allgemeinster Unifikator von ap und @ ist und

® M1 =(My\ QUNp)opts.
Aus ¢ € M, folgt v» € Q oder Y o,411 € Mpy1. Wir zeigen

Fl=vopt1 - om
fir diese beiden Fille getrennt.
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2. Fall:

1. Fall:

Y opr1 € Mpy1. Nach IV gilt dann
r ): (¢0n+1)0n+2 o Om-
Y E Q.

Fiir alle § € N gilt § poni1 € Mpi1 nach Konstruktion von
Mpi1, also nach IVT = (0 popy1) ony2 - - om.

Wegen (N = o) €T gilt T=EN — a
=T EN-=>a)pont1 - Om.

Damit erhalten wir

r’:apgn-i-l Om=Y0pt1 O,

wobei die Gleichheit der Formeln gilt, da o,41 Unifikator von
apund P € Q ist. O
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Lemma

Sei I eine Menge von definiten gleichungsfreien Horn-Klauseln der
Pradikatenlogik, sei M — L eine gleichungsfreie Horn-Klausel und sei v
Substitution, so dal M v variablenlos ist und I' = M v gilt.

Dann existieren eine pradikatenlogische SLD-Resolution

(Mn — 1,01)) g pey, und eine Substitution 7 mit Mo = M, My, = () und
Myogo1 ...omT = M.

Konsequenz

F={p1,....,on}, M ={(x1,...,x0)}, s1,...,s¢ variablenlose Terme, so
daR

{9017"'7@”} |:¢(517---75£) :¢(X17"'7X€)V
mit v(x;) = s;. Dann existieren SLD-Resolution und Substitution 7 mit
MQO'O e OmT = Mv = {1#(51,...,53)}.

Die Implikation (1)=-(2) des Ziels auf Folie 15.7 folgt also aus diesem
Lemma.
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Beweis:
MM=Tu{Mv— 1}, E(I") = Uger E(v) = U

N = Mv

= I’ unerfiillbar im pradikatenlogischen Sinne

per E(p) U{Mv — L}.

— (Folie 13.18) E(I") unerfiillbar im aussagenlogischen Sinne

— (Folie 6.18) es gibt aussagenlogische SLD-Resolution
(M}, — 1)) aus E(I") mit M/ = (.

0<n<m

Behauptung: Es gibt eine pridikatenlogische SLD-Resolution
((M,, — J_,a,,)) und Substitutionen 7, mit

e My =M,

* M/ = M,7, und

°* Mv=Myogo1...0,Th
furalle0 < n< m.

0<n<m

Mit m = n und 7 = 7,,, folgt hieraus die verbleibende Behauptung des
Lemmas: Wegen ) = M/, = M,,, 7, gilt M, = 0.
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I.LA. n=0:
(M}, — J-))ogigm
— (M, > 1) € E(T)

aussagenlogische SLD-Resolution aus E(I'")

= Mj=Mv,da Mv — L einzige nicht-definite Horn-Klausel in
E(T) ist.

Setze My := M, Def(sigmag) := 0 und 79 := v
Dann gilt die Behautung fiir n = 0.

I.V. Sei 0 < n < m und gelte die Behauptung fiir dieses n.
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I.S.

((M; — L))ogigm
— esgibt g€ M) und (N = q) € E(I") mit M}, = M\ {q} UN’
(N"— q) € E(T")

= es gibt (N — «) € T, Variablenumbenennung p und Substitution ¢
mit

e N'=Npo
® g=apo und
e (NU{a})pund M,UMyogoy ... o, sind variablendisjunkt

aussagenlogische SLD-Resolution aus E(I'")

Definiere Substitution 7,7 durch

Tn(x) falls x Variable in M, U Myoyg ... o,
T4 (x) = { o(x) falls x Variable in (N U {a})p

X sonst
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Sei Q die Menge der Formeln 3 € M, mit ap7,” = B7,}.
Wegen apti =apo=qe M, =M,7,=M,7} gilt ) # Q C M,.

Da 7,1 ein Unifikator von a.p und Q ist, existiert ein allgemeinster

Unifikator 0,41 von aep und Q. Dann existiert eine Substitution 7,1 mit
Jr

Thn = On+1Tn+1-

Setze Mpy1 = (Mp\ QU N p)opta.

Wir zeigen jetzt M1 7py1 = My und My = Myogor ... 0ni1Tayt.
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Mp 1 Thi1 (Ma\ QUN p) 01 Tni1
(Mn\ QU Np) T
(Mo \ Q)77 UNpT,
= My \ Q7 )UNp7, (aufgrund der Wahl von Q)
(l\// 7\ {ap7'+}) UNp7} (da 7, Unifikator)
(Mp 7\ {apo}) UN po (nach der Definition von 7,1)
(I\/l’ \ {g}) UN’" (nach IV)
= n+1
und
Mv = Myog...onTh
= Moog ... 0,7, (nach der Definition von 7,")

= Myog ... 0n0On+1 Tt
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Insbesondere ist, mit den so gefundenen Mengen M,, und Substitutionen o,

(My — L,00))

0<n<m

eine SLD-Resolution aus I'. Damit ist die Behauptung von Folien 15.12
gezeigt, aus der ja das Lemma folgt. O
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Satz
Sei ' eine Menge von definiten gleichungsfreien Horn-Klauseln der
Pradikatenlogik, sei M — L eine gleichungsfreie Horn-Klausel und sei v
Substitution, so daR M v variablenlos ist. Dann sind dquivalent:

e[ =Mv

* Es existieren eine SLD-Resolution ((M, — J_,a,,))0<n<m aus

FU{Mv — L} und eine Substitution 7 mit My = M, M, = () und
Myogoy ...omT = Mu.

Konsequenz
F={e1,.. ., 0n}, Mo={(x1,...,x)} = {R(t1, ta, ..., t)}.

Durch SLD-Resolutionen kdnnen genau die Tupel variablenloser Terme
gewonnen werden, fiir die gilt:

{1, o0t (st -5 50)
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Zusammenfassung Pradikatenlogik

SS 20

Das natiirliche SchlieBen formalisiert die , iiblichen” Argumente in
mathematischen Beweisen.

Das natiirliche SchlieRen ist vollstindig und korrekt.

Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist semi-entscheidbar, aber
nicht entscheidbar.

Die Menge der Aussagen, die in (N, +,-,0, 1) gelten, ist nicht
semi-entscheidbar.

Die SLD-Resolution ist ein praktikables Verfahren, um die Menge der
,Losungen” (s1,...,s0) von I = 4(sy,...,s;) zu bestimmen (wobei I
Menge von gleichungsfreien Horn-Klauseln und v Konjunktion von
gleichungsfreien Atomformeln sind.
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