Erfiillbare Mengen

Definition
Sei I eine Menge von Formeln.

[ heiBt erfiillbar, wenn es eine passende B-Belegung B gibt mit B(y) = 15
fur alle v € T.

Bemerkung
e Die Erfiillbarkeit einer endlichen Menge I ist entscheidbar:

® Berechne Menge V von in I vorkommenden atomaren Formeln
® Probiere alle B-Belegungen B: V — B durch

¢ Die Erfiillbarkeit einer endlichen Menge I ist NP-vollstandig
(Satz von Cook, vgl. “Automaten, Sprachen und Komplexitat",
27. Vorlesung)
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Satz

Sei A eine maximal konsistente Menge von Formeln. Dann ist A erfiillbar. J

Beweis:
Definiere eine B-Belegung B mittels

1 falls p; € A
B(p,-)z{ B R p

O sonst.

Wir zeigen fiir alle Formeln ¢:

B(p)=1g <= o€ A

Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Lange von .
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IA hat ¢ die Lange 1, so ist ¢ atomare Formel. Hier gilt (*) nach
Konstruktion von B.

IV Gelte (*) fiir alle Formeln der Lange < n.

IS Sei ¢ Formel der Linge n > 1.

= Es gibt Formeln o und 3 der Linge < n mit
v €{~a,aAB,aVpa— [}

Wir zeigen (*) fiir diese vier Fille einzeln auf den folgenden Folien.

Zur Erinnerung (letzte Vorlesung): A max. konsistent, ¢ Formel

® lemmal: AFp = peA
® lemma2: p¢ A < —peA
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Q p=o.

B(p) =1p < Bla)=0g 4= a ¢ A

Q@ p=aAp.

Lemma 2

° B(p)=1p = B(a) = B(f) = 1pg == a,f € A

a f
= Ak pdenn aAf (A1)

°® pcA

— At aund A+ Sdenn o und

Lemma 1

P (AE1) 2 (AEy)

L 1
emma c A

ist Deduktion =——= ¢

sind Deduktionen.

B

=L 0,8 € A == B(a), B(B) = 15 = B(y) = 1s
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Q@ py=aVp.

SS 20

® B(p) =15 = B(a) = 1 oder B(B) = 15

® angenommen, B(a) = 15 aeca

(Vh)

® angenommen, B(a) = 0g = B(B) = 1s. weiter analog.

o
= At pdenn ¢ ist Deduktion ~=mmal, CRSAN

® o c A Dann gilt AU {-«a,—-8} F L aufgrund der Deduktion

- ﬁaj_[a] (—\E) ﬁ5J_[ﬁ]
1

(—E)
(VE)®

Da A konsistent ist, folgt A # AU {—a, -} und damit ~a ¢ A oder
-8 ¢ A.

— «a € A oder § € A nach Lemma 2
L B(a) = 1g oder B(3) = 1p

- B(QD) =1p.
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Q p=a—4.
® B(¢) =1 = B(a) = 0p oder B(B) = 1

%—'aGAoderﬁeA

Aufgrund nebenstehender

4
Deduktionen gilt in beiden o o]
Fallen A - a — B. %(J_) 5
4
Lemma 1 (,DEA a—)ﬁ (—>|) Oé—)ﬁ (—>|)
° pe A

Angenommen, B(yp) = 0 = B(«) = 15, B(8) = 05
Mo aeA B¢ AR B

Aufgrund der nebenstehenden
Deduktion gilt A+ L, d.h. A ist

inkonsistent, im Widerspruch zur @ ¥ (—E)

Annahme. -8 B (—E)
1

- B((p) =1p
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Lemma

Sei [ eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann gilt

g ¢ < [T U{-p} erfillbar.

Beweis.
g p < es gibt passende B-Belegung B mit
inf{B(7) | v € T} £5 B(yp)
<> es gibt passende B-Belegung B mit
inf{B(y) | v €T} =1p und B(y) = 0g
<> es gibt passende B-Belegung B mit
B(vy) = 1p fiir alle y € T und B(—¢) = 1p

<= U {~yp} erfiillbar
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Beobachtung

Sei W einer der Wahrheitswertebereiche B, K3, F, Hg und Bg, I eine
Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann gilt

FTEwye = TEBY@.

Beweis: Sei B beliebige B-Belegung, die zu jeder Formel in ' U {¢} paBt.

1W falls B(p,') == 13

definiere W-Belegung By durch By (pi) = {
Oy sonst.

per Induktion iiber die FormelgroBe kann man fiir alle Formeln ), zu denen
B palt, zeigen (Selbststudium!):

Oy sonst.

(%)
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Wir unterscheiden zwei Falle:

inf{B(v) |veT} =1 = inf{Bw(y)|yeTl}=1w (wegen (*))
= 1w = Bw(p) (wegen I Ew ¥)
~ 15 = B(g) (wegen (*))
= Inf{B(7) |y €T} =1 < B(p)

und

inf{B(y) |y€T}#1pg = inf{B(y)|y€Tl} =08
= inf{B(y) |y €T} =08 < B(y).

Da B beliebig war, gilt I =5 ¢.
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Satz (Vollstandigkeitssatz)

Sei [ eine Menge von Formeln, ¢ eine Formel und W einer der
Wahrheitswertebereiche B, K3, F, Bg und Hg. Dann gilt

NlNe=Ewe = TFop.

Insbesondere ist jede W-Tautologie ein Theorem.

Beweis: indirekt

M FEw e
1} (Folie 5.8)
M¥e MEe o
|} (Folie 4.17) 1} (Folie 5.7)
U {—¢} konsistent U {—¢p} erfiillbar
| (Folie 4.20) 1 (klar)
JA D T U {—¢} maximal konsistent = A erfiillbar

(Folie 5.2)
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Vollstandigkeit und Korrektheit

Satz

Seien [ eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann gilt
Ny <= TEpoy.

Insbesondere ist eine Formel genau dann eine B-Tautologie, wenn sie ein
Theorem ist.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Korrektheitssatz auf Folie 4.9 und
Vollstandigkeitssatz auf Folie 5.10.
Bemerkung

e gilt fiir jede ,Boolesche Algebra“, z.B. Bg

® [ ¢ ohne (raa) <= T =u, ¢ (Tarksi 1938)
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Folgerung 1: Entscheidbarkeit

Satz J

Die Menge der Theoreme ist entscheidbar.

Beweis: Sei ¢ Formel und V' die Menge der vorkommenden atomaren
Formeln. Dann gilt

@ Theorem
<= ¢ B-Tautologie
<= fiir alle Abbildungen B: V — {0g,15} gilt B(y) = 15

Da es nur endlich viele solche Abbildungen gibt und B(y) berechnet
werden kann, ist dies eine entscheidbare Aussage. O]
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Folgerung 2: Aquivalenzen und Theoreme

Definition

Zwei Formeln « und 3 heiRen dquivalent (v = ), wenn fiir alle passenden

B-Belegungen B gilt:

B(e) = B(p).-

Satz

Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

Q@ mVp2=p2Vpr
@ (p1Vp2)Vp3=p1V(p2Vp3)
Q@ mV(p2Ap3) =
(P1V p2) A(p1V ps3)
@ —~(p1Vp2)=-p1A-p2
Q@ mVpi=p1

6 0606060

(PLA=p1) V p2 = p2

TP =p1
p1A—-pr =1
p1V-pr =L

p1L—= p2="p1Vp2
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Beweis: Wir zeigen nur die Aquivalenz (3): Sei B beliebige B-Belegung,
die wenigstens auf {p1, p2, p3} definiert ist.

Dazu betrachten wir die Wertetabelle:

B(p1) B(p2) B(ps) B(p1V (p2Ap3)) B((prV p2) A(pLV p3))

OB Op Os Os Os
Op Os 1g Os Op
Op 1 Os Os Os
Op 1g 1g 1g 1
1 Op 0p 1 1
1 Os 1g 1 1
1 1g Op 1g 1
1 1 1g 1 1

Die anderen Aquivalenzen werden analog bewiesen.

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 5. Vorlesung



Aus dieser Liste von Aquivalenzen kdnnen weitere hergeleitet werden:

Beispiel
Fiir alle Formeln v und S gilt =(a A B) = —a V =f.

=

Beweis:
ﬂ(a A ﬁ) = ﬂ(ﬂ—\a A\ —\—\ﬂ) = (—\oz V —\ﬂ) = -aV-p

Bemerkung
Mit den {blichen Rechenregeln fiir Gleichungen kdnnen aus dieser Liste alle

giiltigen Aquivalenzen hergeleitet werden.

5.15
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Zusammenhang zw. Theoremen und Aquivalenzen

Satz

Seien o und 3 zwei Formeln. Dann gilt

a=p < (a<+ p)ist Theorem.

Beweis:

=4

<= fiir alle passenden B-Belegungen B gilt B(«) = B(5)

< {o} g B und {8} Fp

<= {a}F pund {B} F a (nach Korrektheits- und Vollstindigkeitssatz)
es bleibt z.z., daR dies dquivalent zu 0 - (a > ) ist.
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»="1 Wir haben also Deduktionen mit Hypothesen in {a} bzw. in {5} und
Konklusionen 3 bzw. «. Es ergibt sich eine hypothesenlose Deduktion von
a G

g [61°
Q i 15} (=1)° I} i Q (=1)°
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<" Wir haben also eine hypothesenlose Deduktion von a <> 8. Es
ergeben sich die folgenden Deduktionen mit Hypothesen 3 bzw. o und
Konklusionen « bzw. §:

V V

a— BAB—
(AE1)
« a—)ﬁ(_>E) I5}

B o
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Satz
Sei « eine Formel. Dann gilt

o ist Theorem <— a=-1.

Beweis:
o ist Theorem

<= « ist B-Tautologie (Korrektheits- und Vollstindigkeitssatz)
<= fiir alle passenden B-Belegungen B gilt B(a) = 1
<= fiir alle passenden B-Belegungen B gilt B(«) = B(—L1)

<— a=-1 ]
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Folgerung 3: Kompaktheit

Satz

Seien I eine u.U. unendliche Menge von Formeln und ¢ eine Formel mit
I =5 . Dann existiert ' C T endlich mit " =g .

Beweis:

MEs @

= I I ¢ (nach dem Vollstandigkeitssatz von Folie 5.10)
— es gibt Deduktion von ¢ mit Hypothesen ~1,...,v, €T
= " ={v,...,7} CT endlichmit "' ¢

= " =g ¢ (nach dem Korrektheitssatz von Folie 4.9). O]

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 5. Vorlesung 5.20



Folgerung (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz)

Sei ' eine u.U. unendliche Menge von Formeln. Dann gilt

I unerfiillbar <= 3T’ C T endlich: [’ unerfiillbar

Beweis:
" unerfiillbar

U {=L} unerfiillbar

=g L (Folie 5.7)

es gibt " C T endlich: " =g L

es gibt " C T endlich: I U {—_L} unerfiillbar (Folie 5.7)
es gibt " C T endlich: I'" unerfiillbar

rerruy
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1. Anwendung des Kompaktheitsatzes: Farbbarkeit

Definition

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) mit einer Menge V und
EC(y)={XCV:|X|=2}

Fir W C V sei Gy, = (W,EN (‘g/)) der von W induzierte Teilgraph.

Der Graph G ist 3-farbbar, wenn es eine Abbildung f: V — {1,2,3} mit
f(v) # f(w) fir alle {v,w} € E.

Bemerkung: Die 3-Farbbarkeit eines endlichen Graphen ist NP-vollstindig
(vgl. ,Automaten, Sprachen und Komplexitat”, Vorlesung 28)
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Satz

Sei G = (N, E) ein Graph. Dann sind dquivalent

(1) G ist 3-farbbar.

(2) Fiir jede endliche Menge W C N ist G|, 3-farbbar.

Beweis:
W(1)=(2)" trivial

+(2)=-(1)" Sei nun, fiir alle endlichen Menge W C N, der induzierte
Teilgraph Gy, 3-farbbar.

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 5. Vorlesung

5.23



Wir beschreiben zun3chst mit einer unendlichen Menge I' von Formeln, dal

eine 3-Farbung existiert:

atomare Formeln p, . fiir n € Nund c € {1,2,3}
(Idee: der Knoten n hat die Farbe ¢)

I" enthalt die folgenden Formeln:
e fiiralle neN: p,1V pnoVpn3
(der Knoten n ist gefarbt)

e fiiralle neN: /\ =(Pn,c A Pn.d)
1<c<d<3
(der Knoten n ist nur mit einer Farbe gefarbt)

e fiir alle {m,n} € E: /\ (Pm,c A Pnyc)
1<c<3

(verbundene Knoten m und n sind verschieden gefarbt)
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Behauptung: Jede endliche Menge A C T ist erfiillbar.

Begriindung:

Da A endlich ist, existiert endliche Menge W C N, so dal jede atomare
Formel in A die Form pj  fiir ein n € W und ein ¢ € {1,2,3} hat.
Nach Annahme existiert fiy: W — {1,2,3} mit fyw(m) # f(n) f.a.
{m,n} € EN (\/2v)

Definiere B: {pnc | ne W,1 < c <3} — {0,1} durch

1 falls fy(n) =c

0 sonst.

B(pn,c) = {

Diese Belegung erfiillt A, d.h. A ist erfiillbar, womit die Beh. gezeigt ist.
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Nach dem Kompaktheitssatz ist also I erfiillbar.
Sei B erfiillende Belegung.

Fiir n € N existiert genau ein ¢ € {1,2,3} mit B(pp,) = 1. Setze
f(n)=c.

Dann ist f eine giiltige Farbung des Graphen G.
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2. Anwendung des Kompaktheitsatzes: Parkettierungen

Idee

Gegeben ist eine Menge von quadratischen Kacheln mit gefarbten Kanten.

Ist es moglich, mit diesen Kacheln die gesamte Ebene zu fiillen, so dal
aneinanderstoBende Kanten gleichfarbig sind?

Beriihmtes Beispiel

Mit diesen 11 Kacheln kann die
Ebene gefiillt werden, aber dies
ist nicht periodisch méglich.

> (™
2 [PP<
KNKIX]
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Definition
Ein Kachelsystem besteht aus einer endlichen Menge C von ,Farben” und
einer Menge K von Abbildungen {N,0,3,W} — C von ,Kacheln®.
Eine Kachelung von G C Z x Z ist eine Abbildung f: G — K mit
e f(i,j)(N) = f(i,j+ 1)(8) fur alle (/,/),(i,j+1) € G
e f(i,j)(0) = f(i+1,j)(w) fur alle (7,/), (i +1,j) € G

Satz

Sei KC ein Kachelsystem. Es existiert genau dann eine Kachelung von Z x Z,
wenn fiir jedes n € N eine Kachelung von {(7,/) : ||, [j] < n} existiert.

Beweis: ,,=" trivial
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<" Wir beschreiben zunichst mit einer unendlichen Menge I von
Formeln, daB eine Kachelung existiert:

atomare Formeln py ;; fir k € K und i,j € Z
(Idee: an der Stelle (i, ) liegt die Kachel k, d.h. f(i,j) = k)

Fiir alle (i,j) € Z enthilt I die folgenden Formeln:

* eine der Kacheln aus K liegt an der Stelle (7, ): \/ Pk,i j

kek
® es liegen nicht zwei verschiedene Kacheln an der Stelle (7, ):

/\ (Pk,ij N Prr.ij)
k,k! €K, k#K!

e Kacheln an Stellen (i,/) und (i,j + 1) ,passen iibereinander":

\V (P, A Pirij+1)
K,k €1, k(N)=K(S)

e Kacheln an Stellen (/,/) und (i + 1,/) ,passen nebeneinander':

\V} (P,ij N P it1y)
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Sei nun A C I endlich.

— es gibt n € N, so dall A nur atomare Formeln der Form py ; ;
mit |i], |j| < n enth3lt.

VOraussetzug . es gibt Kachelung g: {(i,j) : |il,|j| < n} — K
fur k € L und |i|, |j| < n definiere

1g falls g(i,j) =k
O sonst

B(Pk,i,j) = {

= B(0) = 1p fiir alle 6 € A (da g Kachelung)

Also haben wir gezeigt, daB jede endliche Teilmenge von I erfiillbar ist.

Kompaktheitssatz, es gibt B-Belegung B mit B(y) = 1g firalley € T

= es gibt Abbildung f: Z x Z — K mit f(i,j) = k < B(px,ij) =

Wegen B(v) = 1p fiir alle v € T ist dies eine Kachelung.
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Weitere Anwendungen des Kompaktheitsatzes

abz. partielle Ordnungen sind linearisierbar

abz. Gleichungssystem iiber Z, l6sbar
<= jedes endliche Teilsystem IGsbar

Heiratsproblem

Kénigs Lemma (Ubung)
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Bemerkung: Der Kompaktheitssatz gilt auch, wenn die Menge der
atomaren Formeln nicht abzihlbar ist. Damit gelten die obigen Aussagen
allgemeiner:

e 3-Farbbarkeit: beliebige Graphen

¢ Linearisierbarkeit: beliebige partielle Ordnungen

Losbarkeit: beliebig grobe Gleichungssysteme iiber Z;
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