V-Einfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,fiir alle x gilt " sieht
iiblicherweise so aus:

»Sei x beliebig, aber fest.

Jetzt zeige ich ¢ (hier steckt die eigentliche Arbeit).
Da x beliebig war, haben wird , fiir alle x gilt ¢ gezeigt. qed"

V-Einfiihrung (ausfiihrlich)

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion ¢ und sei x
eine Variable, die in keiner Formel aus I frei vorkommt.

Dann ist das folgende eine Deduktion v
mit Hypothesen in I und Konklusion
VX : ¥
Vx @
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V-Einfiihrung (Kurzform)

¥
o (D

Bedingung: x kommt in keiner Hypothese frei vor

Lemma V2
Sei X eine Signatur, I eine Menge von -Formeln und ¢ eine X-Formel.
Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion ¢, die

die Regeln des natiirlichen SchlieBens der Aussagenlogik, (R), (GfG) und
(V-1) verwendet. Dann gilt T = .

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 9. Vorlesung

9.2




Beweis: Betrachte die folgende r

Deduktion D: V

Insbesondere ist x keine freie Variable

einer Formel aus ' und es gilt nach IV ® (v-1)
Vx @

M= .

Sei nun A X-Struktur und p Variableninterpretation mit A =, v fiir alle
vyerl.

Zu zeigen ist A =, Vx ¢:
Sei also a € U4 beliebig.
= fiiralle y € T gilt A =pp0 v dax ¢ FV(y) und A=, vy

re
:¢> A ):p[x»—>a] 2
Da a € U4 beliebig war, haben wir A =, Vx ¢ gezeigt

Da A und p beliebig waren mit A |=, ~ fiir alle v € T haben wir also
[ = Vx ¢ gezeigt. O
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V-Elimination in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,,t erfiillt ©"* kann so aussehen:

»Zunachst zeige ich Vx ¢ (hier steckt die eigentliche Arbeit).
Damit erfiillt insbesondere t die Aussage ¢, d.h., wir haben

b erfiillt " gezeigt. qed”

V-Elimination (ausfiihrlich)

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion Vx ¢ und sei t

Term, so daB Substitution [x := t] fiir ¢ zul3ssig ist.

r
Dann ist das folgende eine Deduktion v
mit Hypothesen in [ und Konklusion
olx =t Vx ¢

olx = t]
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V-Elimination (Kurzform)

Vx

=g )

Bedingung: iiber keine Variable aus t wird in ¢ quantifiziert

Lemma V3
Sei X eine Signatur, I eine Menge von Z-Formeln und ¢ eine ¥-Formel.
Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die

die Regeln des natiirlichen SchlieRens der Aussagenlogik, (R), (GfG), (V-I)
und (V-E) verwendet. Dann gilt I' = .

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma V2. Ol
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J-Elimination in math. Beweisen

Ein Beweis von ,,o gilt" kann so aussehen:

»Zun3chst zeige ich Ix ¢ (hier steckt Arbeit).

Jetzt zeige ich, dall o immer gilt, wenn ¢ gilt (mehr Arbeit).
Damit gilt o. qed”

3-Elimination (ausfiihrlich)

Sei I eine Menge von Formeln, die die Variable x nicht frei enthalten und
enthalte die Formel o die Variabel x nicht frei.

Wenn D eine Deduktion mit Hypothesen

r
in [ und Konklusion 3x ¢ und E eine r W{W}
Deduktion mit Hypothesen in ' U {¢} v V
und Konklusion ¢ ist, dann ist das

B

folgende eine Deduktion mit Hypothesen

in I und Konklusion o g
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3-Elimination (Kurzform)

[+]

dxp o

> (3E)

Bedingung: x kommt in den Hypothesen und in o nicht frei vor

Lemma V4
Sei X eine Signatur, I eine Menge von ¥-Formeln und ¢ eine X-Formel.
Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die

die Regeln des natiirlichen SchlieRens der Aussagenlogik, (R), (GfG), (V-I),
(V-E) und (3-E) verwendet. Dann gilt ' = .
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Beweis: Sei D die folgende Deduktion:

r Ty

Insbesondere kommt x in den Formeln
aus ' U {o} nicht frei vor. Auerdem V v
gelten nach IV T = 3x ¢ und Ny o

Fu{e} o —,GP

Sei nun A X-Struktur und p Variableninterpretation mit A =, v fiir alle
vyer.

Zu zeigen ist A =, 0
Wegen A =, 3x ¢ existiert a € Ug mit A =[xz #-
x kommt in Formeln aus I nicht frei vor = A |= (., 7 firalley € T.
Aus T U {p} = o folgt A =ppxsa) o
Da x ¢ FV(o) erhalten wir A |=, o
Da A und p beliebig waren mit A |=, ~ fiir alle v € ' haben wir also
[ = o gezeigt. Ol
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J-Einfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,es gibt ein x, das ¢ erfiillt"
sieht iiblicherweise so aus:

,betrachte dieses t (hier ist Kreativitdt gefragt).
Jetzt zeige ich, da t ¢ erfiillt (u.U. harte Arbeit).
Also haben wir ,es gibt ein x, das ¢ erfiillt" gezeigt. qed”

3-Einflihrung (ausfiihrlich)
Sei die Substitution [x := t] fiir die Formel ¢ zulassig.

Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in ' und Konklusion ¢[x := t].
[

Dann ist das folgende eine Deduktion v

mit Hypothesen in I und Konklusion

Ix olx = 1t]
dx
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3-Einflihrung (Kurzform)

plx =1
e O

Bedingung: iiber keine Variable in t wird in ¢ quantifiziert

Korrektheitslemma fiir das natiirliche Schlieken in der Pradikatenlogik
Sei X eine Signatur, I eine Menge von Z-Formeln und ¢ eine ¥-Formel.
Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die

die Regeln des natiirlichen SchlieRens der Aussagenlogik, (R), (GfG), (V-I),
(V-E), (3-E) und (3-1) verwendet. Dann gilt [ |= ¢.

Beweis: analog zu obigen Beweisen. Ol
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Regeln des natiirlichen SchlieBens |11

4
Vx o (V-1

(x nicht frei in Hypothesen)

plx:=s] s=t
olx = 1]
(iber keine Variable aus s oder t
wird in ¢ quantifiziert)

(GfG)

Vx

eo=g )

(tiber keine Variable aus t wird in ¢

quantifiziert)
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Regeln des natiirlichen SchlieRens IV
[+]

who=1 g :

dx ¢ 3
M(EI-E)
(iiber keine Variable aus t wird in ¢

quantifiziert) (x kommt in Hypothesen und o

nicht frei vor)
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Definition (vgl. Folie 2.21)

Fiir eine Menge I von X-Formeln und eine X-Formel ¢ schreiben wir
M=o

wenn es eine Deduktion gibt mit Hypothesen in I und Konklusion . Wir
sagen ,, ist eine syntaktische Folgerung von I

Eine Formel ¢ ist ein Theorem, wenn () - ¢ gilt.
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Bemerkung (vgl. Folie 2.22)

I ¢ sagt (zundchst) nichts tiber den Inhalt der Formeln in ' U {¢} aus,
sondern nur {iber den Fakt, dal ¢ mithilfe des natiirlichen SchlieBens aus
den Formeln aus I hergeleitet werden kann.

Ebenso sagt , ¢ ist Theorem" nur, daR ¢ abgeleitet werden kann, iiber
,Wahrheit" sagt dieser Begriff (zunichst) nichts aus.

Wir haben aber en passant das folgende gezeigt (vgl. Satz auf Folie 4.9):

Korrektheitssatz
Fiir eine Menge von X-Formeln I und eine X-Formel ¢ gilt

N = TEp.
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Beispiel

Seien ¢ Formel und x Variable. Dann gelten

{=3x ¢} E ¥x—p und {Vx—p} = -Ixp.

Beweis:

—3xp E[Ii]cp (3-1)
T 2P ()
P
Vx - (+1)

Nach dem Korrektheitssatz folgt
[3x ¢} k- Vxgp.

Vx -
1 (V-E)
[ElX(P]2 [90] n e (—|E)
e
—Ix (=)

Nach dem Korrektheitssatz folgt
{Vx -} = —Ixe.
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Beispiel

Seien ¢ Formel und x Variable. Dann gelten {=Vx ¢} = 3x =¢ und

{3x o} | x .

Beweis:
[l
[3x —p]" Ix—gp (3-1)
. (-E)
?(raa)2
(v-1)
—Vx ngol (~E)
T (raa)

Nach dem Korrektheitssatz folgt
{=Vx o} = Ix e

2
[l S
f({)
(1)
dx ﬁcp_\vx(p—'ngp (3-E)!

Nach dem Korrektheitssatz folgt
{Ix—p} | ~Vxe.
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Vollstandigkeit

Kénnen wir durch mathematische Beweise zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Konnen wir durch das natiirliche SchlieBen zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Existiert eine Menge I' von X-Formeln und eine X-Formel ¢ mit I' = ¢ und
[ p?

Frage
Gilt
Ne=e = ko

bzw.
p ist allgemeingiiltig = ¢ ist Theorem?
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Plan
zz.istTEp = TFop.

dies ist dquivalent zu T ¥ ¢ = T }~ .

hierzu geht man folgendermalen vor:

M¥e Nak%
¥ (vgl. Folie 4.17) (vgl. Folie 5.7) {
U {—¢} konsistent U {—y} erfillbar
I (vgl. Folie 4.20) (klar) f
JA D T'U{—~¢} maximal konsistent A erfiillbar
| (Folie 9.19) (klar) 1
JATDA maximal kohs.istent . A+ erfiillbar
mit Konkretisierungen
(Folie 9.23)
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Definition
Eine Menge A von Formeln hat Konkretisierungen, wenn fiir alle I3x ¢ € A
ein variablenloser Term t existiert mit p[x := t] € A.

Satz

Sei A eine maximal konsistente Menge von ¥-Formeln. Dann existiert eine
Signatur ¥ O ¥ und eine maximal konsistente Menge A™ von

Y T-Formeln mit Konkretisierungen, so daR A C A™.

Beweis: Wir konstruieren induktiv Signaturen X, maximal konsistente
Menge von X ,-Formeln A, und konsistente Mengen von ¥, 1-Formeln
Al mit

> = Zo ng QZQ und

A = N CA]CACAY---
und setzen dann

St =|JZsund AT =[] A,

n>0 n>0
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IAYyg: =X, Ag:=A
IV Sei n > 0 und A, maximal konsistente Menge von ¥ ,-Formeln.

IS X, 11: alle Symbole aus ¥, und, fiir jede Formel ¢) € A, der Form
Y = Ix ¢, ein ,neues” Konstantensymbol c;

/r7+1 = A, U{plx =cy] [ =3xp € Ap}

ohne Beweis: A} ; ist konsistent
Idee: Ist ¢ X ,-Formel mit Al ., F ¢, so gilt A, - o.
Konsistenz von A]_; folgt mit p = L

Analog zum Satz auf Folie 4.20 existiert A,y; 2 A, maximal
konsistent

Damit ist die Konstruktion der Signaturen ¥, und der maximal
konsistenten Mengen A, von X ,-Formeln abgeschlossen.

noch z.z.: A" hat Konkretisierungen und ist maximal konsistent
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e AT hat Konkretisierungen: Sei ¢ = dxp € AT
— esgibt n>0mity € A,
= p[x =c¢yl € Al S A C AT

e Konsistenz: (indirekt) angenommen, A™ - |

Da jede Deduktion endlich ist, existiert  C A™ endlich mit ' - L.

— esgibtn>0mit I C A,
— A, F L - im Widerspruch zur Konsistenz von A,,.
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® maximale Konsistenz: (indirekt) angenommen, A™ ist nicht maximal

SS 20

konsistent

— es gibt 2 AT konsistent
— esgbt pe M\ AT

= AT U {p} CT konsistent

@ ist Z1-Formel = es gibt n > 0, so daR ¢ eine ¥ ,-Formel ist.

A, maximal konsistente Menge von X ,-Formeln
= (vgl. Folie 4.23) p € A, C AT oder ~p € A, C AT
+
Also ¢, = € T, im Widerspruch zur Konsistenz von I (vgl.
Folie 4.23). O

Logik und Logikprogrammierung, 9. Vorlesung 9.22



Satz

Sei AT maximal konsistente Menge von ¥ T-Formeln mit
Konkretisierungen. Dann ist AT erfiillbar.

Beweisidee: Sei T die Menge der variablenlosen ¥ "-Terme.
Auf T definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch

s~t = ATF(s=t) & (s=t)e AT

(vgl. Folie 4.22)
Sei A die folgende X T-Struktur:
® Uy := T/~ ist die Menge der ~-Aquivalenzklassen
o RA={([ta],...,[te]) | t1,.. ., tk € T,R(t1,...,t) € AT}
fiir alle Relationssymbole R aus ¥+
o FA([ta], - [t]) = [F(tr, - t0)]
fiir alle t1,...,t, € T und alle Funktionssymbole f aus ¥ T
(Bemerkung: dies ist wohldefiniert)
Dann gilt tatsichlich A = AT,
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Satz (Vollsténdigkeitssatz der Pradikatenlogik)

Sei ' eine Menge von -Formeln und ¢ eine ¥-Formel. Dann gilt
N=e = k.

Insbesondere ist jede allgemeingiiltige Formel ein Theorem.

Beweis: indirekt

FFe Nk
$ (vgl. Folie 4.17) (vgl. Folie 5.7)
U {—¢} konsistent U {—p} erfiillbar
|} (vgl. Folie 4.20) (klar)
JA DT U{—p} maximal konsistent A erfiillbar
|} (Folie 9.19) (klar)
EI.AJr D) A.rpaximal konsistent . A+ erfillbar
mit Konkretisierungen
(Folie 9.23)
L]
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Bemerkung

Dieser Satz ist (im wesentlichen) der

(1906-1978)

beriihmte Godelsche Vollstandigkeitssatz <
von 1930. 0
O
N
Der obige Beweis wurde von Leon Henkin - §
1949 veréffentlicht. ~ 8'
o
TS
42
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Wir haben gleichzeitig gezeigt:

Satz

Sei [ hochstens abzadhlbar unendliche und konsistente Menge von Formeln.
Dann hat I' ein hdchstens abzihlbar unendliches Modell.

Beweis: [ konsistent heillt [ ¥ L. Obiger Beweis gibt ein Modell A von
U {—-L} an. Wir zeigen, daR diese Struktur A hdchstens abzihlbar
unendlich ist:

Sei X Signatur der Relations- und Funktionssymbole aus I

M <R = [Z] <N

= |X,| < Np und |A,| <N fiiralle n >0

= |ZT,|AT] < Vg

— |T’ < No

—> A hat < Ng viele Elemente

= U {—L} hat ein hochstens abzahlbar unendliches Modell
— [ hat ein héchstens abzihlbar unendliches Modell

O
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