Vollstandigkeit und Korrektheit fiir die Pradikatenlogik

Satz (vgl. Folie 5.11)

Seien I eine Menge von Z-Formeln und ¢ eine ¥-Formel. Dann gilt
Ny <= TE=p.

Insbesondere ist eine X-Formel genau dann allgemeingiiltig, wenn sie ein
Theorem ist.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Korrektheitssatz auf Folie 9.14 und
Vollstandigkeitssatz auf Folie 9.24.
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Folgerung 1: Kompaktheit

Satz (vgl. Folie 5.20 f.)

Seien [ eine u.U. unendliche Menge von ¥-Formeln und ¢ eine X-Formel
mit I = . Dann existiert ' C T endlich mit [ |= .

Beweis:
M=o

= [ F ¢ (nach dem Vollstandigkeitssatz von Folie 9.24)
= es gibt Deduktion von ¢ mit Hypothesen 71,...,v, € T
=" ={y1,...,7} CTendlichmit "+ ¢

= " = ¢ (nach dem Korrektheitssatz von Folie 9.14).
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Folgerung (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz)

Sei ' eine u.U. unendliche Menge von ¥-Formeln. Dann gilt

I erfillbar <= VI’ C T endlich: I’ erfiillbar

Beweis:
" unerfiillbar

U {=L} unerfiillbar

= L (vgl. Folie 5.7)

es gibt " C T endlich: " = L

es gibt " C T endlich: I U {—_L} unerfiillbar (vgl. Folie 5.7)
es gibt " C T endlich: " unerfiillbar

rerrue
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Satz

Sei A eine u.U. unendliche Menge von ¥-Formeln, so daB fiir jedes n € N
eine endliche Struktur A, mit A, E A existiert, die wenigstens n Elemente
hat.

Dann existiert eine unendliche Struktur A mit A = A.

Beweis: fiir n € N setze
wnp=3x13Ix2 ... Ix, /\ Xi # X;
1<i<j<n

und
Fr'=AU{¢,| n>0}.

Fir I’ C T endlich existiert n € N mit ¢, ¢ [’ fiir alle m > n
= A, ET', d.h. jede endliche Teilmenge von T ist erfiillbar.

Kompaktheitssatz

es gibt Struktur Amit AT

% A hat > n Elemente (fiir alle n € N)
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Folgerung 2: Lowenheim-Skolem

Frage
Gibt es eine Menge I von 2-Formeln, so daR fiir alle Strukturen A gilt:

AT — A= (R,+,-,0,1)7

Satz von Lowenheim-Skolem

Sei I erfiillbare und hdchstens abzdhlbar unendliche Menge von ¥-Formeln.
Dann existiert ein hochstens abzdhlbar unendliches Modell von T.

v

L. Lowenheim
(1878-1957)
(1887-1963)

T. Skolem
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Beweis:

[ erfillbar =T & L

— (Folie 9.14) ' ¥ L, d.h. T konsistent

— (Folie 9.26) I hat ein hdchstens abzahlbar unendliches Modell. O

Die Frage auf der vorherigen Folie muR also verneint werden:

angenommen, [ wére eine solche Menge

Y endlich ’r| < NO
— (Folie 10.5) ' hat ein hdchstens abzahlbar unendliches Modell A
EES A% (R +,,0,1) =
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Folgerung 3: Semi-Entscheidbarkeit

Satz (vgl. Folie 5.12) J

Die Menge der allgemeingiiltigen ~-Formeln ist semi-entscheidbar.

Beweis: Sei ¢ ¥-Formel. Dann gilt
¢ allgemeingiiltig
<= ¢ Theorem

<= Es gibt hypothesenlose Deduktion mit Konklusion ¢

Ein Semi-Entscheidungsalgorithmus kann also folgendermaBen vorgehen:

Teste fiir jede Zeichenkette w nacheinander, ob sie hypothesenlose
Deduktion mit Konklusion ¢ ist. Wenn ja, so gib aus ,,¢ ist
allgemeingiiltig”. Ansonsten gehe zur nichsten Zeichenkette iiber. Ol
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Der Satz von Church

Jetzt zeigen wir, dal8 dieses Ergebnis nicht verbessert werden kann: Die
Menge der allgemeingiiltigen X-Formeln ist nicht entscheidbar.

Wegen
o allgemeingiiltig <= - unerfiillbar

reicht es zu zeigen, dal die Menge der erfiillbaren Sitze nicht entscheidbar
ist.

Genauer zeigen wir dies sogar fiir ,Horn-Formeln™:
Definition
Eine Horn-Formel ist eine Konjunktion von X-Formeln der Form

Vx1Vx ... ¥ (L Aar Aag A ANay) = B)

wobei aq,...,a, und 8 atomare Y-Formeln sind.
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Unser Beweis reduziert die unentscheidbare Menge PCP auf die Menge der
erfiillbaren Horn-Formeln.

Im folgenden sei also | = ((ul, vi), (U2, v2), ..., (ug, vk)) ein
Korrespondenzsystem und A das zugrundeliegende Alphabet.

Hieraus berechnen wir eine Horn-Formel ;, die genau dann erfiillbar ist,
wenn /| keine Ldsung hat.

Wir betrachten die Signatur ¥ = (2, Rel, ar) mit
e Q= {e}U{f,]|ac A} mit ar(e) =0 und ar(f;) =1 fir alle a € A.
® Rel = {R} mit ar(R) = 2.

Zur Abkiirzung schreiben wir

faran...an(X) fir £, (£, (.. (£5,(x)) - .))

fur alle a1, a,...,a, € Aund n > 0 (insbes. steht £.(x) fiir x).
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Zunichst betrachten wir die folgende Horn-Formel 1);:

R(e, e)
AN\ Iy (RO y) = R(Fy (%), ()
1<j<k
A /\ Vx (e )— 1)
acA
Beispiel
Betrachte die ¥-Struktur A mit Universum U4 = A*:
o eA=¢
o FAu) = au
o RA= {(u,-lu,-z...u,-n,v,-lv,-2...v,-n) | n>0,1<i,b,...,ih < k}

Fiir u,v € A* gilt £A(v) = uv.
Dann gilt A = 9.

SS 20 Logik und Logikprogrammierung, 10. Vorlesung 10.10




Lemma

Angenommen, das Korrespondenzsystem [ hat keine Lésung. Dann ist die
Horn-Formel ¢; = ¢y A Vx (R(x,x) — x = e) erfiillbar.

Beweis: Sei A die obige Struktur mit A |= 1.

Um A E Vx (R(x,x) — x = e) zu zeigen, sei w € Uy beliebig mit
(w,w) € RA.
Die Definition von R* sichert die Existenz von n > 0 und
1<i,iy,...,ip < k mit

uplj, ...Uj, =W = VjVp...Vj.

n

Da I keine Lésung hat, folgt n =0 und damit w = «. O
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Lemma
Sei B Struktur mit B = v;. Dann gilt

(B sy (), Ty () € RE

u,-l u,-2 Uiy ? V,'1 V,'2 --Vip

firalle n>0,1<1i,/,...,ih < k.

Beweis: per Induktion liber n > 0.

IA fiir n = 0 gelten

B B B B B B
fU,'lLl,'z...U,'n(e ) =¢€ Und fV,'IV,'Z...V,'n(e ) =¢€
und damit
B B B B B
(fu,-lu;z...u,-n(e )’ fv,‘lv,'z...v,‘n(e )) € R
wegen B = ;.
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IS Seien n>0und 1 < iy, i, ...,0ih < k.

Mit u = ujujy ... uj, und v = vj,vjy ... v, gilt nach IV

(fF(eP), £7(eP)) € RP.
Wegen B = 1, folgt

(fa; COR (€5)) = (f (£7(e9)), £, (£7(e7))) € RE.

u,-l u;2 Uiy ? V,':l V,'2 - Vip

OJ
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Lemma
Angenommen, (i1,..., i) ist eine Lsung von /. Dann ist die X-Formel ¢,
unerfiillbar.

Beweis: Sei B X-Struktur. Gilt B [~ 1y, so folgt B [~ ¢;. Gelte nun
B |= 1. Dann folgt aus obigem Lemma

B By B B B
(fu,-lu,-z...u,-n(e )7 fV,'lv,'2...V,'n(e )) € R °

Da (i1, ...,in) Losung von [ ist, bedeutet dies

(f2 CORH (%)) € RE.

u,-lu,-z...u,-n ’ u,-lu,-2...u,-n
Aus n > 0 und B = 1, folgt

w:=fB (eP) # 5.

U,'1 U,'2 s Uiy

Also haben wir w € Ug gefunden mit w # €5 und (w, w) € R®. Damit ist
auch in diesem Fall B [~ ¢, gezeigt. O
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Satz J

Die Menge der unerfiillbaren Horn-Formeln ist nicht entscheidbar.

Beweis: Die Abbildung / — ¢, ist berechenbar.

Nach den Lemmata auf Folien 10.11 und 10.14 ist sie eine Reduktion von
PCP auf die Menge der unerfiillbaren Horn-Formeln. Da PCP
unentscheidbar ist (vgl. Automaten, Sprachen und Komplexitat), ist die
Menge der unerfiillbaren Horn-Formeln unentscheidbar. Ol
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Folgerung (Church 1936)

Die Menge der allgemeingiiltigen ~-Formeln ist
nicht entscheidbar.

(Alonzo Church,
1903-1995)

Beweis: Eine X-Formel ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn —¢
allgemeingiiltig ist. Also ist ¢ — — eine Reduktion der unentscheidbaren
Menge der unerfiillbaren X-Formeln auf die Menge der allgemeingiiltigen

Y -Formeln, die damit auch unentscheidbar ist. O

Allgemeingiiltige Y-Formeln gelten in allen Strukturen. Was passiert, wenn
wir uns nur auf ,interessante” Strukturen A einschrinken (z.B. auf eine
konkrete), d.h. wenn wir die Theorie Th(.A) von A betrachten?
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Theorie der natirlichen Zahlen

Definition

Sei A eine Struktur. Dann ist Th(.A) die Menge der pradikatenlogischen
Y-Formeln ¢ mit A |= ¢. Diese Menge heilt die (elementare) Theorie
von A.

Beispiel
Sei N = (N, <,+,-,0,1). Dann gelten
* (VxVy :x+y=y+x)ecThN)
® (Vxdy : x+y =0) ¢ Th(N)
aber (Vx3dy : x +y = 0) € Th((Z, +,0)).
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Satz
Die Menge Th(/N) aller Satze ¢ mit N/ |= ¢ ist nicht entscheidbar.

Beweis: Sei wieder | = ((u1,v1), ..., (uk, vk)) ein Korrespondenzsystem
iber dem Alphabet A ={1,2,...,|A|}. Sei b = |A| + 1. Fir
W = agag_1---ag € A* setzen wir

wl= > baj,

0<i<t
d.h., [w] ist die von w zur Basis b dargestellte Zahl. Es gelten
* [e=0,
e [uv] = [u] - b1 4 [v] und
e []: A* — N ist injektiv, aber nicht surjektiv (da 0 ¢ A).
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I hat eine Ldsung

gdw.
es gibt n, iy, i, ..., I, € N: n>0
& 1<iy,h,...,in<k
& u,'lu,'2 tee U,‘n = V,'1V,'2 V,'n
gdw.

es gibt n€ N und Uy, Vo,...,U,, V, € A*:
n>0
& UoZVoZS
& firalleie{0,1,...,n—1}
gelten Uiy1 = Ujuj & Vip1 = Vi fiirein j € {1,..., k}
& U,=V,
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gdw.

es gibt n € N und xo, y0,...,Xn, ¥n € N:
n>0
& xo=y=0
& firalleie{0,1,...,n—1}
gelten x; 11 = x; - bIU1 + (4] & yip1 = yi - bl + [v)]
fureinje{1,...,k}
& xp=yn

Diese Aussage spricht nur {iber natiirliche Zahlen. ®

Sie ist aber keine X-Formel, da die Anzahl der x; von der Variable n
abhingt. ®

Hier hilft das folgende Lemma:
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Zahlentheoretisches Lemma
Fir alle n € N, xg, x1,...,x, € N existieren ¢, d € N, so dal fiir alle
0<i<ngilt

xi=cmod (1+d-(i+1)).

Beweis: Setze m = max{n, xg, x1,...,xpy und d =2-3-4---(m+1).
Dann sind die Zahlen

1+d, 1+d-2, 1+d-3, ..., 14+d-(n+1)

paarweise teilerfremd. Nach dem Chinesischen Restsatz folgt die Existenz
einer natiirlichen Zahl ¢ mit

xi=c (mod (1+d(i+1))) firalle0<i<n.
Wegen x; <m < d <1+d(i+1) folgt

xi=cmod (1+d(i+1))firalle0<i<n. O
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Bemerkung
Es gibt X-Formeln
® mod(x1, x2,y) mit N =, mod <= a(x1) mod a(x2) = a(y).
zB. mod =3k((y < xx)A(x1 = k-x2+y))

® (x1,x2,x3,y) mit
N Eay <= a(x) EOd (1+a(x) - (alxs) +1)) = aly).
zB.y=...
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Damit ist die Aussage von Folie 10.20 dquivalent zur Giiltigkeit der
folgenden X-Formel in der Struktur N:

dn,c,d,e, f:
n>0
Avy(c,d,0,0) A~(e, f,0,0)
AVIi:0<i<n—
(e, d, i, x) ANy(c,d,i+1,x")
A e fiiy) Avy(e fi+1y)

I — . plujl .
noV <A X/:X.zwj&{c{]])
1<j<k y =Yy j

Adz: ~y(c,d,n,z) Av(e, f,n,z)

Ix, X', y, "

Da diese Y-Formel aus dem Korrespondenzsystem | berechnet werden
kann, haben wir eine Reduktion von PCP auf die Theorie Th(N') von N.
Da PCP unentscheidbar ist, ist also auch diese Theorie unentscheidbar. [
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Bereits kleine Fragmente der Pradikatenlogik liefern unentscheidbare
Probleme iiber N' = (N, <, +,-,0,1). Ein besonders prominentes Beispiel

ist Hilberts 10. Problem:

Satz (Matiyasevich 1970)
Das folgende Problem ist unentscheidbar:

EINGABE: Zwei Polynome p(xi,...,x,) und
q(x1,...,xn) (in mehreren Variablen) mit
Koeffizienten aus N.

FRAGE: Existieren a1,...,a, € N mit
p(ai,...,an) =q(a1,...,an)?
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Satz (Presburger 1929)

Die Menge Th(N, <, +,0, 1) ist entscheidbar.
Dies ist die Menge der Aussagen ¢ mit N = ¢,
die kein - enthalten.

Beweis: Master-Vorlesung , Automatische M. Presburger
Strukturen”. (1904-437)

Satz (Skolem 1930)

Die Menge Th(N, -, 0,1) ist entscheidbar.
Dies ist die Menge der Aussagen ¢ mit N = ¢,
die weder < noch + enthalten.

T. Skolem
(1887-1963)
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