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Kapitel 10: Greedy-Algorithmen

Greedy*-Algorithmen sind anwendbar bei Konstruktionsaufgaben, deren Ziel es ist,
eine optimale Struktur zu finden, die aus mehreren Komponenten besteht.

Sie finden eine Losung, die sie schrittweise aufbauen.

In jedem Schritt wird eine ,, lokal” oder aus der aktuellen Sicht optimale Entscheidung
getroffen, ohne ,,an die Zukunft zu denken®.
(Was dies konkret bedeutet, versteht man besser anhand der spater betrachteten Beispiele.)

Es werden dabei nicht mehr Teillosungen konstruiert als unbedingt notig.

Es werden nie Entscheidungen korrigiert oder zuriickgesetzt.

* greedy (engl.): gierig.
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10.1 Zwei Beispiele

Beispiel 1: Horsaalbelegung

Gegeben: Veranstaltungsort (Hoérsaal), Zeitspanne [Ty, T1) (z. B. 7 Uhr bis 21 Uhr)
und eine Menge von n Aktionen (Vorlesungen oder dhnliches), die durch Start- und
Endzeit spezifiziert sind:

185, fi) mit Ty < s; <t; <Ty, firl <i<n.

Gesucht: Belegung des Horsaals, die moglichst viele Ereignisse mit disjunkten
Zeitspannen stattfinden lasst.

A CH{1,...,n} heiBt zuldssig, wenn alle [s;, f;), ¢ € A, disjunkt sind.

Aufgabe, formal: Finde eine zuldssige Menge A mit |A| so groB wie moglich.
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Eingabe: Aktionen mit Beginn und Ende.
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0

Eingabe: Aktionen mit Beginn und Ende.

Zulassige Losung mit 4 Aktionen. Ist sie optimal?
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0

Eingabe: Aktionen mit Beginn und Ende.

Zulassige Losung mit 5 Aktionen. Ist sie optimal?
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Ansatze, die nicht funktionieren:

e /uerst kurze Ereignisse planen

e Immer ein Ereignis mit moglichst friither Anfangszeit wahlen
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Trick: Bearbeite Ereignisse in der Reihenfolge wachsender Schlusszeiten.

O.B.d.A.: Veranstaltungen nach Schlusszeiten aufsteigend sortiert (Zeitaufwand
O(nlogn)), also:
fi<fo< < fau

4 [ 9 ]
1 5 8 12
[ 2 ] [ 6 ]
T, T,
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Wiederhole: Waihle die wahlbare Aktion mit der kleinsten Schlusszeit und fiige sie
zum Belegungsplan hinzu.

Eine Aktion ist wahlbar, wenn ihre Startzeit mindestens so groB wie die Schlusszeit
der letzten schon geplanten Veranstaltung ist.

]
] I —
1 ] ]
T, T,

Ausgabe von GS: Zulassige Losung.
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Algorithmus Greedy Scheduling (GS)

Eingabe: Reelle Zahlen Ty < T, Paare (s1,t1), ..., (Sn, fn), mit
To<s; < f; <Tyfurl<i1<n
Ausgabe: Maximal groBes A C {1,...,n} mit [s;, f;),? € A, disjunkt

1)  Sortiere Paare gemaB f1,..., f,, nummeriere um, so dass f1 < --- < fy;
2) A<+ {1};
3 flast — fl;

for i from 2 to n do

5 if Sy > flast then // [Si, fl) wahlbar
6 A+ AUu{i};
7 Jiast < Ji;

return A

~ N N N AN~ A/~
(00] ~
— — — — — — — —
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Satz 10.1.1

Der Algorithmus Greedy Scheduling (GS) hat lineare Rechenzeit (bis auf die Sortierkosten
von in Zeile (1), héchstens O(nlogn)) und lost das Horsaalplanungsproblem optimal.

Beweis: Rechenzeit: Sortieren kostet Zeit O(nlogn); der restliche Algorithmus hat
offensichtlich Laufzeit O(n).

Korrektheit: Wir behaupten: Algorithmus GS liefert auf Inputs mit GréBe n eine
optimale Losung. Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion.

Der Fall n = 1 ist trivial.
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Sei nunn > 1.

I.V.: GS liefert fiir Inputs der Lange n’ < n eine optimale Lésung.

Ind.-Schritt: Sei B C {1,...,n} eine optimale Losung, |B| = 1.
(Im Beispiel: » = 5.)
[ ] [ ]
[ ] L1 C—/]
1 [ ] 71 | |
1 1 [ ]
T, T,
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1. Beobachtung:

Es gibt eine Losung B’, die mit dem Intervall [s1, f1) (dem ersten Schritt des Greedy-

Algorithmus) startet und ebenfalls r Ereignisse hat. (B’ ist also auch optimal.)

[ ] ]
L ] | C—/]
N [ ] 1 | |

] i I —

T, T

Setze B’ := (B — {min(B)}) U {1}.
Intervalle aufsteigend sortiert = f1 < frin(B)-
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2. Beobachtung:
Die Menge B — {min(B)} lost das Teilproblem

flaTla(Siafi)asi Z fl (*)

optimal. Anschaulich: In [f1, T}) kénnen maximal » — 1 dieser Ereignisse untergebracht werden.

Wieso? Sonst wiirden wir [s1, f1) mit einer besseren Losung fiir (x) zu einer besseren
Losung fiir das Gesamtproblem kombinieren: Widerspruch zur Optimalitat von B.

Wenn wir also eine beliebige optimale Losung C' fiir (x) finden, so hat diese r — 1
Elemente.

Wenn wir zu einem solchen optimalen C' das Ereignis (s1, f1) hinzufiigen, also
C' U {1} bilden, erhalten wir eine Lésung der GroBe r fiir die urspriingliche Eingabe.
Diese ist optimal.
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3. Beobachtung:

Algorithmus GS auf Eingabe Tj, T7, (s;, fi), 1 < i < n, hat ab lteration i = 2 genau
dasselbe Verhalten wie wenn man GS auf f1,71, (s, fi),s; > f1, starten wiirde.

Nach L.V. liefert also dieser Teil des Algorithmus eine optimale Losung C' mit » — 1
Ereignissen fiir ().

(mit 2. Beob.) = Greedy Scheduling liefert insgesamt eine optimale Ldésung der
GrofBe 7. ]
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Beispiel 2: Fraktionales (,,teilbares*) Rucksackproblem

Veranschaulichung: Ein Dieb stiehlt Sackchen mit Edelmetallkriimeln (Gold, Silber, Platin) und
Edelsteinen. Er hat einen Rucksack mit Volumen b dabei. Durch teilweises Ausleeren der Sackchen
kann er beliebige Teilvolumina herstellen. Der Wert pro Volumeneinheit ist unterschiedlich fiir
unterschiedliche Materialien. Was soll er in seinen Rucksack mit Volumen b packen, um den Wert
der Beute zu maximieren?

Dazu: Benenne den Bruchteil \; € [0, 1], den er von Sdckchen ¢ mitnehmen soll.

Gegeben: (n Objekte mit:)
Volumina aq,...,a, > 0, Nutzenwerte c, ..., c, > 0, Volumenschranke b.

Gesucht: Vektor (A\1,...,\,) € [0,1]™, so dass
A1a1 + ...+ Apan, < b (,,zuldssig)

und
Ac1 + ...+ A,c,, maximal.
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Beim ,,0-1-Rucksackproblem® werden nur 0-1-Vektoren mit A\; € {0, 1} zugelassen.

Mitteilung (im Vorgriff auf ,, Automaten, Sprachen und Komplexitat"”, 3. Sem.): Die {0, 1}-Version
ist NP-vollstdndig, besitzt also wahrscheinlich keinen effizienten Algorithmus.

Das fraktionale Rucksackproblem ist mit einem Greedy-Algorithmus in Zeit
O(nlogn) |osbar.

Kern der Losungsidee: Berechne ,,Nutzendichten®
&)

d,,;: ,1§i§n,
a;

und sortiere die Objekte gemaB d; fallend.

Nehme von vorne beginnend moglichst viele ganze Objekte, bis schlieBlich das
letzte Objekt teilweise genommen wird, so dass die Volumenschranke vollstindig
ausgeschopft wird.
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a

1 4y a,

Input, sortiert nach Nutzendichte d; = ¢;/a;.
Hohe von Kasten Nummer i ist d; = ¢;/a;.
Breite ist a;.

Flache ist c;.
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Algorithmus Greedy Fractional Knapsack (GFKS)

(1) for i from 1 to n do

(2) di < ci/ay;

(3) Ai < 0

(4)  Sortiere Objekte gemaB d; fallend;
(5) 1+ 0;

(6) T < 0b; // Inhalt r ist das verfiigbare Rest-Volumen
(7)  while r > 0 do

(8) 1+4;

(9) if a; <r

(10) then \; « 1, r < r —ay;
(11) else \; < r/a;;

(12) r < 0;
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al a2 a3 b

Vom Greedy-Algorithmus gelieferte Losung.

Gesamtnutzen: griin.
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al az a3 b

Zuldssige Losung, nicht optimal. Gesamtnutzen: blau.
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3
al a, 3_3 5
C C, C3
a, a, a, 5

Anschaulich: Greedy-Losung ist nie schlechter als beliebige Losung.
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Satz 10.1.2

Der Algorithmus GFKS ist korrekt (liefert eine zuldssige Lésung mit maximalem
Gesamtnutzen) und hat Rechenzeit O(nlogn).

Fiir Interessierte: Vollstandiger Beweis, der die anschauliche Argumentation in Formeln iibersetzt,

steht auf den Druckfolien.
Beweis: Sei x = (a1, ..., an,C1,...,Cn, b) die Eingabe.

Rechenzeit: klar.

Korrektheit: Dass die Losung zuldssig ist, ist klar. Zu zeigen: Optimalitat.

O.B.d.A:: > .a; > b(sonstist (A1,...,A,) = (1,...,1) optimal und wird von GFKS gefunden).
Sei (A1, ..., An) € [0, 1]" die Ausgabe des Algorithmus.
Sei (A],...,A)) € [0, 1]" eine optimale Lésung.

Offensichtlich: > . A7a; = b  (sonst kdnnten wir die Losung durch Hinzufiigen eines Bruchteil eines
nicht ganz aufgebrauchten Objekts verbessern).

Durch Induktion iiber n zeigen wir: > . Aic; = > . AJci.
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ILA.: n = 1. Dann liefert der Algorithmus offensichtlich die optimale Losung: Packe genau den
Bruchteil A1 = b/aq, der in den Rucksack passt.

Ind.-Schritt: Sei nun n > 1.
1. Fall: a; > 0.
GFKS wéahlt Ay = b/a1, und das ist optimal: Weil d; > d; fiir alle 4, gilt:

)\101 = bdl = (Z )\Z{az> dl 2 Z )\ja@dz = Z )\,TCZ
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2. Fall: a; < b.

Behauptung: Wir kdnnen 0.B.d.A. A] = 1 annehmen.

(,, Der erste Schritt des Greedy-Algorithmus ist nicht falsch.”)

Denn: Wenn A} < 1, kann man wegen > ... Afa; =bWerte \] =1,0 < A, < A, ...,0<
Al < A finden, so dass o

(1—=2Dar= > (A = A)ai. (*)

2<i<n
(Verringere Gewicht bei , spateren” Objekten zugunsten von Objekt 1.)
Dann ist auch (A, ..., \]) zulissig und
S Ne = Ne+ (L= ADardi = D0 (A = X)aids).
i i 2<i<n

Aus () und d; > d; folgt, dass die letzte Klammer nichtnegativ ist, also >_. Aic; > >~ Ai¢; gilt,
dass also auch (A, ..., \]) optimal ist.
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Wir wissen nun: 1 = Ay = AJ.

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf den modifizierten Input

x~ = (az,...,an,C2y...,Cn, b —ay) an: GFKS auf ™ liefert optimale Losung (Aa, ..., Ay).
GFKS lauft in Schleifendurchldufen 2 bis n ebenso wie GFKS auf x—, liefert also ebenfalls
(A2, -y An).

Klar: (A3, ..., A}) muss fiir x~ optimal sein.

(Wenn (M}, ..., \) besser wire, dann wire (1,},..., ) eine bessere Lésung fiir = als
(1, A3, ..., ). Das kann aber nicht sein.)

Also gilt 2295” \ic; = Zzgz‘gn ;G
Also haben auch die Lésungen (1, A3, ..., A") und (1, A2, ..., A,) fiir z denselben Nutzenwert,
und (A1, Ao, ..., An) = (1, Ao, ..., \,) ist optimal. O]
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Charakteristika der Greedy-Methode:

1. Der erste Schritt der Greedy-Losung ist nicht falsch. Es gibt eine optimale
Losung, die als Fortsetzung des ersten Schrittes konstruiert werden kann.

2. ,,Prinzip der optimalen Substruktur*: Kombiniert man das Ergebnis des ersten
, Greedy-Schritts” mit einer beliebigen optimalen Losung fiir die reduzierte Instanz
(Wegnehmen des Teils, der durch den ersten Schritt erledigt ist), dann ergibt sich
eine optimale Losung fiir die Originaleingabe.

3. Der Algorithmus [8st das verbleibende Teilproblem rekursiv (oder mit einem zur
Rekursion dquivalenten iterativen Verfahren).

Die Korrektheit ergibt sich dann durch vollstandige Induktion.
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10.2 Huffman-Codes

Gegeben: Alphabet A mit 2 < |A| < oo und ,Wahrscheinlichkeiten® oder
,relativen Haufigkeiten” p(a) € [0, 1] fiir jedes a € A.

Also: > p(a) = 1.

acA
Beispiel: A = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,K}, |A| = 10:
a A B C D E F G H I K

p(a) || 0,15 | 0,08 | 0,07 | 0,10 | 0,21 | 0,08 | 0,07 | 0,09 | 0,06 | 0,09

Herkunft der Wahrscheinlichkeiten:

(1) Buchstabenhaufigkeit in natiirlicher Sprache oder

(2) empirische relative Haufigkeiten in einem gegebenen Text w = a1 ...a,, € A™
Anteil des Buchstabens a an w ist (p(a) - 100)%.
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Gesucht: ein ,,guter* bindrer Prafixcode fiir (A, p). — Beispiel:

A

B

C

D

E

F

G

H

I

1100

0110

000

111

10

0011

010

0010

0111

1101

Definition 10.2.1 Prafixcode:

Jedem a € A ist bindrer ,Code” c(a) € {0,1}* (Menge aller Binarstrings) zugeordnet,
mit Eigenschaft

Prafixfreiheit: Fiir a,b € A, a # b ist c(a) kein Prafix von ¢(b).

Codierung von Woértern (Zeichenreihen):

clay...ay) =clay)---c(ay,) € {0,1}*.
Zur Codierung benutzt man (konzeptuell) direkt die Tabelle.
Beispiel: ¢(F E I G E )= 001110011101010.
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Kompakte Reprasentation des Codes als Binarbaum:

Blatter sind mit Buchstaben markiert; Weg von der Wurzel zum Blatt gibt das
Codewort wieder (links: 0, rechts: 1).

Decodierung: Laufe Weg im Baum, vom Codewort gesteuert, bis zum Blatt.
Wiederhole mit dem Restwort, bis nichts mehr iibrig ist.

Prafixeigenschaft = keine Zwischenraume notig.
Beispiel: 001111000000010 liefert ,, FACH".
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1. Idee: Mache alle Codewdrter c(a) gleich lang.
Am besten ist dann eine Lange von [log, |A|] Bits.

= c(ay ...am,) hat Lange [log, |A]] - m.

(Beispiele: 52 GroB- und Kleinbuchstaben plus Leerzeichen und Satzzeichen:
log 64 = 6 Bits pro Codewort. Latin-1-Code: 8 Bits pro Codewort.)

2. ldee: Einsparmoglichkeit: Haufige Buchstaben mit kiirzeren Wortern codieren als
seltenere Buchstaben.
Ein erster Ansatz zur Datenkompression (platzsparendes Speichern, zeitsparendes Ubermitteln)!

Hier: ,,verlustfreie Kompression“ — Information ist unverandert vorhanden.

Gegensatz: z. B. MP3: Informationsverlust bei der Kompression.
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a A B C D E F G H I K
p(a) 0,15 | 0,08 | 0,07 | 0,10 | 0,21 | 0,08 | 0,07 | 0,09 | 0,06 | 0,09
c1(a) || 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | O111 | 1000 | 1001
ca(a) 1100 | 0110 | 000 111 10 0011 010 | 0010 | O111 | 1101

Wir codieren eine Datei T mit 100000 Buchstaben aus A, wobei die relative
Haufigkeit von a € A durch p(a) gegeben ist.

Mit c; (fixe Codewortlange): 400000 Bits.

Mit ¢, (variable Codewortlange):

(4- (0,15 + 0,08 + 0,08 + 0,09 + 0,06 + 0,09) + 3 - (0,07 + 0,10 + 0,07)
+2-0,21) - 100000 = 334000 Bits.

Das ist eine Ersparnis von 16%. Bei langen Dateien und wenn die Ubertragung teuer oder langsam
ist, lohnt es sich, die Buchstaben abzuzihlen, die relativen Haufigkeiten p(a) zu bestimmen und
einen guten Code mit unterschiedlichen Codewortlangen zu suchen.
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Definition 10.2.2

Ein Codierungsbaum fiir A ist ein Bindarbaum T', in dem

e die Kante in einem inneren Knoten zum linken bzw. rechten Kind (implizit) mit
0 bzw. 1 markiert ist;

e jedem Buchstaben a € A ein Blatt (externer Knoten) von T' exklusiv zugeordnet ist.

Der Code c¢p(a) fiir a ist die Kanteninschrift auf dem Weg von der Wurzel zum Blatt
mit Inschrift a.

Die Kosten von T’ unter p sind definiert als:

B(T,p) = ¥ pla) - dr(a),

acA

wobei dr(a) = |cr(a)| die Tiefe des a-Blatts in T ist.
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Beispiel: Wenn 1" unser Beispielbaum ist und p die Beispielverteilung von oben, dann

ist B(T,p) = 3,34 (... = 334000/100 000, s. Folie 28).

Leicht zu sehen:

B(T,p) = |cr(ay...am)|/m, wenn p(a) die relative Haufigkeit von a in w = aj ... a,, ist,
oder

B(T, p) = die erwartete Bitzahl pro Buchstabe, wenn p(a) die Wahrscheinlichkeit von a ist.
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Definition 10.2.3

Ein Codierungsbaum T’ fiir A heiBt optimal oder redundanzminimal fiir p,
wenn fiir alle Codierungsbaume T” fiir A gilt: B(T,p) < B(T",p).

Aufgabe: Zu gegebenem p: A — [0, 1] finde einen optimalen Baum T

Existiert immer ein optimaler Baum? (Zu A gibt es unendlich viele Codierungsbiume!)
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Lemma 10.2.4

Wenn T' Codierungsbaum und p Verteilung fiir A ist, dann gibt es einen Codierungs-
baum T mit B(T",p) < B(T,p), so dass in T" jeder innere Knoten zwei Kinder hat.

Beweisidee:

T: T -

Umbau:
Uberspringe U
pring T, T,
Tu

Resultat: 7" fiir A mit denselben markierten Blattern wie T', und B(T",p) < B(T,p).

fehlt

Folgerung: Man kann sich bei der Suche nach optimalen Biumen auf solche
beschranken, in denen jeder innere Knoten zwei Kinder hat.
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Weil es fiir festes A nur endlich viele Codierungsbiaume gibt, in denen jeder innere
Knoten zwei Kinder hat, gibt es fiir (A, p) optimale Codierungsbaume.

Optimale Baume sind i. A. nicht eindeutig bestimmt.
(Man kann Knoten auf einem Level beliebig vertauschen.)

Aufgabe: Gegeben (A, p), finde einen optimalen Baum. Methode: ,,Greedy*.
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Lemma 10.2.5

Es seien a, a’ zwei Buchstaben mit p(a) < p(a’) < p(b) fir alle b € A — {a,a’}.

(a, a’ sind zwei ,,seltenste* Buchstaben.)

Dann gibt es einen optimalen Baum, in dem die Blatter fiir a und a’ , Geschwister*
sind, also Kinder desselben inneren Knotens.

Beweis:
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Starte mit beliebigem optimalen Baum T'.
O.B.d.A. (Lemma 10.2.4): Alle inneren Knoten haben zwei Kinder.
Es seien d(a) und d(a’) die Tiefen der Knoten fiir a und ao'.

Suche zwei Geschwisterknoten mit maximaler Tiefe d = d(T'), etwa mit Buchstaben
b und V', wobei p(b) < p(¥').

Vertausche a mit b und a’ mit b'!

Dies liefert Baum 7”7, in dem a und a’ in Geschwisterknoten sitzen.

Es gilt B(T,p) > B(T",p), weil p(a),p(a’) < p(b) = p(b).

Also ist auch T” optimal fiir (A, p). ]
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Damit ist der erste Schritt zur Realisierung eines Greedy-Ansatzes getan!
Man beginnt den Algorithmus mit
»Mache die beiden seltensten Buchstaben zu Geschwistern.”
Dann ist sicher, dass dies stets zu einer optimalen Losung ausgebaut werden kann.

Dann werden diese beiden Buchstaben ,,zusammengeklebt”, so dass man ein Alpha-
bet erhalt, das eine um 1 kleinere GroBe hat.

Konzeptuell wendet man dann Rekursion an.

In der Realisierung wird der Algorithmus iterativ programmiert.

Algorithmus wurde 1951 von D. A. Huffman (1925-1999), gefunden.

Nette Geschichte: http://www.huffmancoding.com/my-uncle/scientific-american
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Huffman-Algorithmus (rekursiv):
Wir bauen ,,bottom-up* einen Baum auf.

Wenn |A| = 1: Baum hat nur einen (externen) Knoten.

(Code fiir den einen Buchstaben ist das leere Wort. Seltsam, aber als Rekursionsbasis geeignet.)
Die Kosten sind 0. (Optimalitit ist klar.)

Wenn |A| > 1, werden zwei ,seltenste” Buchstaben a, a’ aus A zu benachbarten
Blattern gemacht.

y \1 = Bth
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Die Wurzel des so erzeugten Mini-Baums wird als ein neuer Knoten z mit

, Kunstbuchstaben® b aufgefasst, mit Wahrscheinlichkeit p(b) := p(a) + p(a’).

Neues Alphabet: A" := (A — {a,a’}) U {b}; neue Verteilung:

p(d), falls d # b,
{ p(a) +p(a’), fallsd=b.
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Wir rufen den Algorithmus rekursiv auf, um einen Baum T fiir A’ und p’ zu

erhalten.

T:

a

a

In T" fiigen wir an der Stelle des b-Knotens z den a, a’-Baum ein. Dies liefert einen
Codierungsbaum T’ fiir A, mit

(Checken!)

B(T,p) = B(T",p") + p(a) + p(a’).
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Lemma 10.2.6 7T ist optimaler Baum fiir (A, p).
Beweis: Durch Induktion iiber die rekursiven Aufrufe. Der ILA. (|A| = 1) ist klar.

Sei nun |A| > 2, und seien a und o’ seltenste Buchstaben in A mit p.

Nach Lemma 10.2.5. gibt es einen optimalen Baum T fiir (A,p), in dem die
Knoten fiir a und a’ Geschwister sind.

Aus T* bilden wir T*" durch Ersetzen des a, a’-Teilbaums durch den neuen Knoten
z mit dem Kunstbuchstaben b. Dann ist T*' Codierungsbaum fiir A’

T*:

a

a1

T

Wir haben
B(T*,p) = B(T*,p') + p(a) + p(a’).
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Nach L.V. fiir den rekursiven Aufruf ist T” optimal fiir (A’,p’), also
B(T",p') < BI™,p).
Daher:

I
s

B(T,p) B(T',p") + p(a) + p(a)
B(T*,p') + p(a) + p(a)

B(T™,p).

INA

Weil T™ optimaler Baum fiir (A, p) ist, folgt B(T,p) = B(T*,p),
und auch 7' ist optimal.
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Man koénnte nach dem angegebenen Muster eine rekursive Prozedur programmieren.

PQ: Datenstruktur Prioritatswarteschlange,
Eintrage: Buchstaben und Kunstbuchstaben;
Schliissel: die Gewichte p(b), b (Kunst-)Buchstabe.

Operationen: PQ.insert: Einfiigen eines neuen Eintrags;
PQ.extractMin: Entnehmen des Eintrags mit kleinstem Schliissel.

Beide Operationen benétigen logarithmische Zeit (s. Kap. 6).
Anfangs in PQ: Buchstaben a € A mit Gewichten p(a) als Schliissel.

Ermitteln und Entfernen der beiden , seltensten” Buchstaben a, a’ durch zwei Aufrufe
PQ.extractMin:

Einfligen des neuen Kunstbuchstabens b durch PQ.insert(b).
Resultierende Rechenzeit: O(nlogn), fiir |A| = n.
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Iterative Implementierung mit ein paar Tricks wird viel effizienter.

Sei A ={a1,...,a,}. Namen der Buchstaben spielen gar keine Rolle! O.B.d.A.: 1,...,n.
Wahrscheinlichkeiten: pq, ..., p,.

e Sortieren am Anfang sorgt dafiir, dass p(a;1) < --- < p(a,) (bendtigt Zeit O(nlogn)).

e Nummern 1,... n fiir Blatter (Buchstaben aus A),
Nummern n 4+ 1,...,2n — 1 fiir innere Knoten (Kunstbuchstaben).

e Spezielle Darstellung des Codierungsbaums (nur Indizes anstelle von Vorgangerzeigern).

e Beobachtung: Neu erzeugte Haufigkeiten p(b) sind (schwach) monoton wachsend.

Datenstrukturen: Drei Arrays

p|1..2n — 1]:  Wahrscheinlichkeiten der (Kunst-)Buchstaben,
pred|[l..2n — 2|: Vorgangerknoten, 2n — 1 ist die Wurzel,

mark[1..2n — 2|:  Eingangskante mit 0 oder mit 1 markiert?
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Algorithmus Huffman(p[1..n])
Input: Gewichts-/Wahrscheinlichkeitsvektor p[1..n], sortiert: p[1] < - -+ < p[n].
Output: Optimaler Baum T, dargestellt als pred[1..2n — 2| und mark[1..2n — 2]

(0)

Erweitere den Vektor p[1..n] auf Lange 2n — 1;
pred[l] < n 4+ 1; pred|[2] +— n + 1;
mark[1l] < O; mark[2] < 1;
pln + 1] < p[1] + p[2]
k <— 3 // erster nicht verarbeiteter Knoten in [1..n]
h < n + 1 // erster nicht verarbeiteter Knoten in [n + 1..2n — 2]
for b fromn 4 2 to 2n — 1 do
// Die folgenden beiden Zeilen finden, in i und j, die Positionen der
// beiden noch nicht verarbeiteten Buchstaben mit kleinsten Gewichten
if k < nandplk] < plh] then i < k; k++ else i <— h; h++;
if k <mand(h=>borplk] < plhl) then j < k; k++ else j < h; h++;
pred[i] < b; pred[j] < b;
mark[i] < O; mark[j] < 1;
plb] < plil] + p[jl;
Ausgabe: pred[1..2n — 2] und mark[1l..2n — 2].
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Aus pred[1..2n—2] und mark[1..2n—2] baut man den optimalen Huffman-Baum
wie folgt:

Alloziere ein Array leaf [1..n] mit Blattknoten-Objekten
und ein Array inner[n + 1..2n — 1] mit Objekten fiir innere Knoten.

(1) for i from 1 to n do

(2) leaf [i] .letter < Buchstabe a;.
(3) if mark[i] = 0

(4) then inner[pred[i]].left < leaf [i]
(5) else inner [pred[i]].right < leaf[i]
(6) forifromn + 1to2n — 2 do
(7) if mark[i] =0

(8) then inner[pred[i]].left < inner[i]
(9) else inner [pred[i]].right < inner[i]
(10) return inner[2n — 1] // Wurzelknoten

Achtung: Wenn man den Algorithmus von Hand ausfiihrt, ist es viel einfacher, den
Baum von der Wurzel beginnend zu zeichnen.
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p; || 0,15 ] 0,08 ] 0,07 | 0,10 | 0,21 | 0,08 | 0,07 | 0,09 | 0,06 | 0,09

Wir sortieren und nummerieren um.
(I.LA.: O(nlogn) Rechenzeit.)

Dann: Verlangerung der Arrays.
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a; I G C F B K H D A E
) 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
p; || 0,06 | 0,07 | 0,07 | 0,08 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,15 | 0,21
pred
mark
) 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Pi
pred —
mark —
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a; I G C F B K H D A E
) 1 2 3 1 5 6 7 3 9 10
Di 0,06 | 0,07 | 0,07 | 0,08 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,15 | 0,21
pred 11 11
mark 0 1
() 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Di 0,13
pred —
mark —
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a; 1 G C F B K H D A E
() 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
Di 0,06 | 0,07 { 0,07 | 0,08 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,15 | 0,21
pred 11 11 12 12 13 13 14 14
mark 0 1 0 1 0 1 0 1
() 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Di 0,13 | 0,15 | 0,17 | 0,19
pred —
mark —
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a; I G C F B K H D A E
() 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Di 0,06 | 0,07 { 0,07 | 0,08 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,15 | 0,21
pred 11 11 12 12 13 13 14 14 15
mark 0 1 0 1 0 1 0 1 1
() 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Di 0,13 | 0,15 | 0,17 | 0,19 | 0,28
pred 15 —
mark 0 —
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a; 1 G C F B K H D A E
() 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D; 0,06 | 0,07 { 0,07 | 0,08 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,15 | 0,21
pred 11 11 12 12 13 13 14 14 15
mark 0 1 0 1 0 1 0 1 1
( 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Di 0,13 | 0,15 | 0,17 | 0,19 | 0,28 | 0,32
pred 15 16 16 —
mark 0 0 1 —
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a; I G C F B K H D A E
() 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D; 0,06 | 0,07 { 0,07 | 0,08 | 0,08 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,15 | 0,21
pred 11 11 12 12 13 13 14 14 15 17
mark 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
( 11 12 13 14 15 16 17 18 19
D; 0,13 | 0,15 | 0,17 | 0,19 | 0,28 | 0,32 | 0,40 | 0,60 | 1,00
pred 15 16 16 17 18 18 19 19 —
mark 0 0 1 0 0 1 0 1 —
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a; I e[ c|]F|B|K]H]D]|]A]E
) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pred 11 | 11 (12 | 12 | 13 | 13 | 14 | 14 | 15 | 17
mark 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
) 11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
pred 15 |16 | 16 | 17 | 18 | 18 | 19 | 19 | —
mark 0 0 1 0 0 1 0 1 —
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Resultierender optimaler Codierungsbaum 7', Kodierungsfunktion cs:

A B C D E F G H I K
p(a) |[ 0,15 | 0,08 | 0,07 | 0,10 | 0,21 | 0,08 | 0,07 | 0,09 | 0,06 | 0,09
C3 101 | 1110 | 1100 | 001 | 01 | 1101 | 1001 | 000 | 1000 | 1111

B(T,p) =0,21-2+ (0,1 4+ 0,09+ 0,15) - 340,45 -4 = 3,24.
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Satz 10.2.7

Der Algorithmus Huffman ist korrekt und hat Laufzeit O(nlogn), wenn n die
Anzahl der Buchstaben des Alphabets A bezeichnet.
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Das Material in diesem Schlussabschnitt ist interessant, aber nicht priifungsrelevant.

Kann man B(T,p) fiir einen optimalen Baum einfach aus den Haufigkeiten
p(ai),...,p(a,) berechnen, ohne T' zu konstruieren?

Antwort: Ja, zumindest naherungsweise.

Definition 10.2.8
Fir pr,...,pn > 0mit > p; =1 setze

n
H(piy--spn) =Y pi-log(1/p,).
i=1
H(p1,...,pn) heiBt die (bindre) Entropie der Verteilung p1,...,pn.
Beispiele: H(3,%,3) =3-1+2-3-2=232und H(3,...,5) =81 -log(1/3) =log8 = 3.

Wenn p; = 0 ist, setzt man p; log(1/p;) = 0, was verniinftig ist, weil lim,\ o« - log(1/x) = 0.
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Unser ndchstes Ziel: Zusammenhang zwischen Entropie H(pi,...,p,) und der erwarteten
Bitlange der Codierung eines Textes, in dem n = |A| Buchstaben mit Wahrscheinlichkeiten
p1, - .., Pn auftreten.

Klassisches Resultat: (Minimaleigenschaft der Entropie.)

Lemma 10.2.9 (Ungleichung von Gibbs)
Es seien p1,...,pn >0und q1,...,¢, >0 mit > ¢ <1=> ", p;. Dann gilt:

Zpi log(1/q;) > sz' log(1/p;) = H(pr,---,pn).
i—1 i—1

(Die Voraussetzung kann von Vi: q; > 0 zu Vi: p; > 0 = ¢q; > 0 abgeschwicht werden.)
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Bewelis:

Weil log, z = (Inx)/In 2 ist, darf man mit dem natiirlichen Logarithmus rechnen.

(Summanden fiir ¢ mit p; = q; = 0 lasst man einfach weg.)

Sun(2)-Snn(l)
Son() 2502

1=1

n n n
- Z(Qz —pi) = Zq'i — sz'
i=1 i=1 i=1

< 0.

(%): Esgilt Inz < x — 1, fiir alle x > 0.
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14

1/8 18 1/8

V16 116 V16 1/16 V16 1/16

Lemma 10.2.10

Es sei L die Menge der auBeren Knoten in einem Binarbaum T

Dann gilt: ZQ‘dU) = 1.
leL
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Beweis: Wie in einem Kodierungsbaum markiere in jedem inneren Knoten die Kante
zum linken Kind mit 0, die zum rechten Kind mit 1.
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Beweis: Wie in einem Kodierungsbaum markiere in jedem inneren Knoten die Kante
zum linken Kind mit O, die zum rechten Kind mit 1.

Jedem Blatt [ entspricht dann eine
Bitfolge w; = bl s bd(l)-

Sei D = d(T) die Tiefe des tiefsten
Blatts.

0010 0011 0110 0111 1100 1101

Jedes w; kann man auf 2P~ Arten zu einer Bitfolge der Linge D verlangern.
Alle so erzeugten Bitfolgen sind verschieden; alle 2 Bitfolgen werden so erzeugt.

= ZQD_CW):ZD = Behauptung. O
leL
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Satz 10.2.11 (Ungleichung von Kraft/McMillan)

Es seienn > 1, ¢4,...,¢, € N. Dann gilt:
Es gibt einen Prafixcode mit Codewortlangen ¢4, ...,¢, genau dann wenn

zn: 2t < 1.
1=1

Nach den Bemerkungen am Anfang von Abschnitt 10.2 kann man statt , Existenz
eines Prafixcodes” auch , Existenz eines Binarbaums mit verschiedenen Blattern auf
Niveau /1, ..., ¢, (und eventuell weiteren Blattern)" sagen.

,=": Sei ein Bindrbaum mit n verschiedenen (externen) Blattern auf Tiefe ¢1,..., /4,
gegeben. (Eventuell gibt es weitere Blitter.) Aus Proposition 10.2.10 folgt >, 2t < 1.
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,<": Nun seien ¢q,..., £, > 0 gegeben, mit > ", 2t < 1.

O.B.d. A. gilt /1 < --- < 4, (sonst umordnen und umbenennen).

Wir bauen einen Bindarbaum mit Blattern auf Niveaus ¢4,...,4,.

Falls /1 = 0 ist, ist n = 1. Im Baum gibt es nur ein Blatt auf Niveau 0.

Sonst bauen wir iterativ einen Baum. Anfangs besteht er nur aus einer Wurzel.
(Diese Wurzel hat zwei ,,freie Platze" fiir Kinder auf Niveau 1.)

Dann fiihren wir Runde k aus, fir k=1,....,n:
Suche im Baum einen freien Platz fiir ein Kind auf Niveau ¢ < /. und hdnge an
diese Stelle einen Weg der Lange ¢;, — ¢ + 1 zu einem neuen Blatt auf Niveau /.

Falls ¢ < lj, entstehen entlang des Wegs neue freie Platze fiir Kinder auf Niveaus
C+1,...,0.
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Beispiel: ({1, ..,0s) = (1,3,3,3,4,6,6,6,8).

Es werden nacheinander die Blatter mit folgenden Pfaden/Codewdrtern angehdngt:
0, 100, 101, 110, 1110, 111100.

Man iiberlege: Wo kommen die niachsten beiden Blatter mit Tiefe 6 hin?
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Behauptung: Im lterationsschritt wird immer ein freier Platz fiir ein Kind auf Niveau
¢ < /. gefunden.

Beweis dafiir: Indirekt. Da vor Runde k nur Blatter auf Niveaus < /. eingefiigt
wurden, sitzen innere Knoten nur auf Niveaus 0,1,..., ¢, — 1.

Annahme: Keiner von diesen inneren Knoten hat einen freien Platz fiuir ein Kind.

Dann liegt ein Bindrbaum mit Blattern auf Niveaus /1, ..., ¢;_1 (alle < £;) vor, bei
dem jeder innere Knoten zwei Kinder hat.

Nach Lemma 10.2.10 folgt > ) ;< 27t =1,
Weil 2=k > 0, ist dann Z1§i§n 2~ % > 1, Widerspruch. []
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Satz 10.2.12 (Huffman versus Entropie)

Ist p: A —[0,1] mit > 4 p(a) =1 gegeben, so gilt fiir einen optimalen
Codierungsbaum T zu (A, p):

H(pi,...,pn) < B(T,p) < H(p1,..-,pn) + 1.

(Informal: Setze p; = p(a;), fir A = {a1,...,a,}. Dann gilt fiir die Codierung mit
einem optimalen Cdierungsbaum: Die erwartete Zahl von Bits, die man braucht,
um einen Text ty...t,, lber A zu codieren, liegt zwischen m - H(p1,...,pn) und

m - (H(pla o 7pn) + 1))
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Beweis: 1. Ungleichung:
Es seien [q,...,[, die Tiefen der Blatter in T' zu den Buchstaben aq, ..., a,.
Dann gilt >_7" 274 <1 (nach Satz 10.2.11, Satz von Kraft/McMillan).

Damit kénnen wir Lemma 10.2.9 (Lemma von Gibbs) mit ¢; = 27% anwenden und
erhalten

B(T,p) =) pi-li=>» pi-log(1/27") > H(p1,...,pn).
1=1 1=1
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2. Ungleichung: Es geniigt zu zeigen, dass ein Codierungsbaum 1" fiir a4,...,a,

existiert, in dem B(T",p) < H(p1,...,pn) + 1 gilt.
(Ein optimaler Baum T erfiillt ja B(T,p) < B(1",p).)
Wir setzen [; := [log(1/p;)]|, fir 1 <i <n, und beobachten:

i - i 9~ [og(1/pi)] < i 9—log(1/p;)
=1 i=1 i=1
= ZP@ = 1.
i=1
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Nach Satz 10.2.10 (,<") existiert also ein Prafixcode {x1,...,x,} C {0,1}* mit
Codewortlangen [1,...,1[,; im entsprechenden Codierungsbaum 7" ordnen wir dem
Blatt zu Codewort x; den Buchstaben a; zu. Dann ist

B(T',p) = Y pi-li <Y pi-(log(l/p;)+1)
1=1 1=1
= H(pi,...,pn) +Zp7;
=1

= H(py,...,pa) + 1.

Bemerkung: Es gibt bessere Kodierungsverfahren als das von Huffman (z. B. , arithmetische Kodie-
rung"; diese vermeiden den Verlust von bis zu einem Bit pro Buchstabe), aber Huffman-Kodierung
ist ein guter Anfang, der auch technisch noch eine groBe Rolle spielt.
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