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11.1 Kiirzeste Wege mit einem Startknoten:
Der Algorithmus von Dijkstra

Definition 11.1.1

1. Ein gewichteter Digraph G = (V, E, c) besteht aus einem Digraphen (V. F)
und einer Funktion ¢: £ — R, die jeder Kante (v, w) einen Wert ¢(v, w) zuordnet.

c steht fiir ,,cost"; c(v, w) kann als ,Kosten" oder , Lange" oder ,Gewicht" der Kante (v, w)

interpretiert werden.

2. Ein gerichteter Kantenzug p = (vg, v1,...,vx) in G hat Kosten/Ldnge/Gewicht

c(p) = Z c(v;—1,v;).

1<i<k
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3. Der (gerichtete) Abstand von v, w € V ist
d(v,w) := min{c(p) | p Kantenzug von v nach w}

(= oo, falls kein Kantenzug von v nach w existiert;
= — oo, falls es von v nach w Kantenziige mit beliebig stark negativen Kosten gibt.)

Klar: d(v,v) <0 (wegen des Kantenzugs (v) mit Kosten 0).

Bemerkung
Wenn alle Kantengewichte > 0 sind, gilt:
d(v,w) = minimale Lange eines (einfachen) Weges von v nach w.

(Man kann aus einem Kantenzug von v nach w Kreise herausschneiden, ohne die Lidnge zu

vergroBern.)
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Beispiel: Digraph mit nichtnegativen Kantenkosten.

1<:>3@2<>

c((s,a,b,¢)) =6, c((s,a,k,b,c)) =5, d(s,c)=5;
d(s,s) = 0;
d(s,e) =d(s, f) = .
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Hier betrachten wir einen Algorithmus fiir das Problem

»Single-Source-Shortest-Paths (SSSP)*“

(Kiirzeste Wege von einem Startknoten aus).

Gegeben:
Gewichteter Digraph G = (V, E, ¢) mit Kantenkosten ¢(v,w) >0 und s € V.
Gesucht:
Fiir jedes v € V der Abstand d(s,v) und im Fall d(s,v) < oo ein Weg von s nach v
der Lange d(s,v).

Der Algorithmus von Dijkstra |6st dieses Problem.

(Aussprache: ,, Daik-stra“.)
Edsger W. Dijkstra, 1930-2002, niederlandischer Informatiker, Pionier der , Strukturierten Program-
mierung”, Erfinder des Semaphorkonzepts fiir die Synchronisation von Prozessen, Turingpreis 1972.
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Idee:
Eine Kante (v, w) wird als ,, EinbahnstraBen-Ziindschnur" mit Lange c(v, w) gedacht.
Die Ziindschniire brennen mit konstanter Geschwindigkeit 1 pro Sekunde.

Wenn das Feuer einen Knoten v erstmals erreicht, zum Zeitpunkt ¢ = ¢,,, fangen alle
Ziindschniire, die von v ausgehen, an zu brennen.

Wenn spater oder gleichzeitig das Feuer liber andere Schniire nochmals bei v ankommt, passiert
nichts weiter.

Zum Zeitpunkt t; = 0 halten wir ein Ziindholz an den Knoten s.

Veranschaulichung: Auf spateren Folien. : Schon erreichte Knoten.
Zahlen in Knoten: Wann erreicht das Feuer den Knoten, nach aktuellem Stand?

Uber griine Kanten werden bisher unerreichte Knoten nach aktuellem Stand
erstmals erreicht. (Diese Kanten muss man also beobachten.)
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Ablauf des Algorithmus von Dijkstra

Zeitpunkt 2, zwei neue Knoten erreicht, neue Schniire.
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2Klar® (77):

Das Feuer erreicht den Knoten v genau zum Zeitpunkt ¢, = d(s,v).

Denn: Der Zeitraum [0, d(s,v)| geniigt, damit das Feuer einen kiirzesten Weg von s
nach v durchwandern kann, und es kann nicht schneller gehen.

Wir bilden diese Idee nun algorithmisch nach.

Wichtige Beobachtung: Nur die n Zeitpunkte t, = d(s,v), v € V, sind interessant.

Dazwischen wandert das Feuer irgendwelche Kanten entlang, ohne dass im Prinzip viel passiert
(selbst wenn ein schon erreichter Knoten nochmals erreicht wird).

O.BdA:V ={1,...,n}.
Der Algorithmus arbeitet in bis zu n Runden, eine fiir jeden erreichbaren Knoten.
V ist stets in zwei disjunkte Mengen S’ ( )und V — S (weiB) zerlegt.

In jeder Runde wachst .S um einen Knoten.

Anfangs: S < 0.

FG KTuEA, TU limenau Algorithmen und Datenstrukturen — SS 2021 — Kapitel 11 7



Array dist[1..n] speichert Zeiten.
Fir v e S: dist[v]l=d(s,v) (=t,).

Fir w ¢ S: dist[w] = min{dist[v] + c¢(v,w) | v € S, (v,w) € E}.
(Der Zeitpunkt, zu dem das Feuer nach gegenwiértigem Stand der Dinge Knoten w erreichen wird.
Wenn es keine Kante von S nach w gibt, ist dist [w] = c0.)

Initialisierung:
S« 0.
dist[s] « 0.

Fiir alle w # s: dist [w] + oo.
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Beispiel:

Rote Zahlen in den Knoten sind die dist [ - ]-Werte.
Runde: Bestimme den Knoten uw € V — S, der dist[w], w € V — S, minimiert.
(Hier: Einer der Knoten mit dist-Wert 2. Wenn es mehrere gibt, wahle einen beliebigen davon.)

Fijge Knoten u zu S hinzu. (Er ,brennt an". Der aktuelle Wert dist [u] wird , eingefroren®.)
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Beispiel:

Was ist noch zu tun?
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Beispiel:

(e 52

ll

2

(=)
A
G
Was ist noch zu tun? Auf Kante (u,w) kann neuer Knoten w € V — S erreicht werden, oder

w €V — S kann schneller erreicht werden. Also: Eventuell dist [w] aktualisieren:

dist [w] <— min{dist[w],dist[u] 4+ c(u, w)}.

Der bisher entwickelte Algorithmus berechnet schon die Lange der kiirzesten Wege
(also die Zeitpunkte, zu denen das Feuer die Knoten erreicht).
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Algorithmus Dijkstra-Distanzen(G, s)

Eingabe: gewichteter Digraph G = (V, E, ¢), Startknoten s € V
Ausgabe: Linge der kiirzesten Wege von s zu den Knoten in G

(1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9

(
(
(
(
(
(
(
(9)

S «+ 0;
dist[s] « O;
for w e V — {s} do dist [w] < o0;
while Ju € V — S: dist[u] < codo //, Runde”
u < ein solcher Knoten « mit minimalem dist [u];
S < SU {u};
for w mit (u,w) € E und w ¢ S do // Nachfolger von u, nicht bearbeitet
dist[w] < min{dist[w],dist[u] + c(u,w)};
Ausgabe: das Array dist[1..n].

(Technisch wird S durch einen Bitvektor inS[1..n] realisiert.)
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Der Ausgangsgraph.

Ablauf des Algorithmus von Dijkstra
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Ablauf des Algorithmus von Dijkstra
OO ORO

N

1 @
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Nach der Initialisierung (Zeilen (1)—-(3+)) (Folie 19).
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Ablauf des Algorithmus von Dijkstra

(202 @

Nach Zeilen (5)—(8d) fiir u = s (Folie 19).
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Ablauf des Algorithmus von Dijkstra

O OSSO0

u = [, Zeile (6) (Folie 19).
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Ablauf des Algorithmus von Dijkstra

u = [, Zeilen (7)—(8d) (Folie 19).
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Ablauf des Algorithmus von Dijkstra

Alle v € V — S erfiillen dist [v] = oo: Ende.
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Lemma 11.1.2

Der Algorithmus Dijkstra-Distanzen gibt in dist[v] fiir alle v € V den Wert
d(s,v) aus.

Bewelis:

Wenn Knoten v (mit v in u) in Zeilen (5)-(8) betrachtet wird, sagen wir, dass v
bearbeitet wird.

Wenn dist[v] in Zeile (2) oder (8) (mit v in w) erstmals auf einen Wert < o
gesetzt wird, sagen wir, dass Knoten v gefunden wird.

Unerreichbare Knoten: Durch eine einfache Induktion (wie bei BFS oder DFS) zeigt
man, dass jeder Knoten v, der von s aus erreichbar ist, irgendwann gefunden und
irgendwann danach bearbeitet wird.

Genau diejenigen Knoten v, die nicht von s aus erreichbar sind, behalten also den
Wert dist [v] = .
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Nun zeigen wir durch Induktion iiber Runden die folgenden Invarianten, giiltig am
Ende jeder Runde:

(11) Fir alle v € V gilt:

dist[v] < oo = 3 Weg von s nach v mit Lange < dist[v].

(12) Fir alle v € S gilt dist [v] = d(s,v).

Beweis von (1) durch Induktion iiber Runden:

Nach der Initialisierung gilt dist [v] < oo nur fiir v = s; es gibt einen Weg von s nach s der Lange O.
Betrachte nun eine Runde, in der u bearbeitet wird, und einen Knoten v € V — S.

Wenn sich dist [v] in dieser Runde nicht andert, ist nichts zu zeigen.

Wenn dist [v] in dieser Runde gedndert wird, dann auf den Wert dist [u] 4+ c(u, v).

Nach V. gibt es einen Weg p, von s nach u der Lange hochstens dist[u]. Wenn wir p,
um die Kante (u,v) verlangern, erhalten wir einen Weg von s nach v der Linge hochstens
dist[ul] 4+ c(u,v) = dist[v].
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Beweis von (12) durch Induktion iiber Runden:
ILA.: Am Anfang ist S leer. In der ersten Runde wird offensichtlich der Startknoten s in S
aufgenommen, und d(s, s) = dist[s] = 0.

I.V.: Sei u # s.
(12) stimmt fiir alle Runden vor derjenigen, in der u bearbeitet, also in S aufgenommen wird.

1.S.: Betrachte Runde, in der u # s bearbeitet wird.

Nach (I1) gibt es einen Weg von s nach u der Lange < dist[u].

Zu zeigen bleibt: Es gibt keinen Weg von s nach u, der kiirzer als dist[u] ist.
Sei p = (s = vg, v1, ...,V = u) irgendein Weg von s nach w.

p beginnt invg = s € Sund endet in vy, =u € V — S,

Also gibt es ein r mit s = vg, v1,...,v,—1 € Sund v, & S.
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Nach der Definition der Distanzfunktion gilt fiir das
Anfangsstiick p,—1 = (vg, ..., vr—1) von p:

c(pr-1) 2 d(s,vr-1).

Nach V. fir v,._1 € Sgilt d(s,v,—1) = dist[v,_1].
Also haben wir c¢(p,) > dist[v,_1] + c(vr_1, V),
fir das Anfangsstiick p, = (vg, . . ., Vr_1, U,) VON P.
Weil nach Vor. alle Kantengewichte nichtnegativ
sind, insbesondere also ¢(p) > c(p,) gilt, folgt

(*) c(p) > dist[v,_1] + C(’Ur—lavr)-

Weiter gilt: (x%) distl[v,—1] 4+ c(vyr—1,v,) > dist[v,].

(Denn: In der Runde, in der v,._; bearbeitet wurde, wurden dist [v,_1] +c(v,—1, v,-) und dist [v,.]
verglichen, und (**) wurde erzwungen. Wenn sich dist[v,] danach noch gedndert hat, ist es nur
kleiner geworden.)

SchlieBlich gilt in der aktuellen Runde: (k%%) dist[v,] > dist[u].
Dies liegt daran, dass der Algorithmus einen Knoten mit kleinstem dist [v]-Wert als u wahlt.
Kombinieren von (%), (%) und (xx*x*) liefert ¢(p) > dist[ul, wie gewiinscht. O
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Wir wollen aber eigentlich nicht nur die Distanzen d(s,v), sondern kiirzeste Wege
berechnen.

Idee: Fiir jeden Knoten v merken wir uns, iiber welche Kante (u,v) Knoten v ,,vom
Feuer erreicht wurde”.

Wenn wir diese ,Vorganger-Information” benutzen, um von v ausgehend immer
weiter riickwarts zu laufen, bis wir s erreichen, erhalten wir einen kiirzesten Weg.

Technisch: Fiir jeden gefundenen Knoten w ¢ S notiere p(w) € S mit (p(w),w) € E
und dist [w] = dist[p(w)] + c(p(w), w) (= d(s,p(w)) + c(p(w), w)).

Ab dem Moment, in dem w bearbeitet wird, dndert sich p(w) nicht mehr.

Datenstruktur fiir die Vorganger: pl[l1..n].
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Notwendige Erganzungen:
(2+). .. pls] < —2; // Sonderfall Wurzel

B+)forweV — {S} do... plw] <+ —1; // ,undefiniert”

Aktualisierung in den spateren Runden:

(7) for (u,w) € E mit w¢ S do // Nachfolger von u, nicht bearbeitet: ,update(u, w)*
(8a) dd < dist[ul + c(u,w);

(8b) if dd < dist[w] then

(8¢c) dist[w] < dd;

(8d) plw] « u;
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Algorithmus Dijkstra(G, s)

Eingabe: gewichteter Digraph G = (V, E, ¢), Startknoten s € V
Ausgabe: Linge d(s,v) der kiirzesten Wege, Vorgangerknoten p(v)
(1) S« 0;

(24) distls] < 0; pls] < —2;

3+) forweV —{s} do dist[w] < oo; plw] < —1;

(4) while Ju € V — S: dist[u] < oo do

(5) u < ein solcher Knoten u mit minimalem dist [u];
(6) S+ SuU {u}:

(7) for (u,w) € E mit w ¢ S do // Nachfolger von u, nicht bearbeitet: , update(u, w)"
(8a) dd < dist[u] + c¢(u, w);

(8b) if dd < dist[w] then

(8¢) dist[w] < dd;

(8d) plw] < u;

(9+) Ausgabe: dist[1..n] und p[1..n].
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Nach dem Algorithmus ist klar, dass p[v] # — 1 (,,undefiniert") genau dann gilt,
wenn dist [v] < oo.

plv] = —2 (,Startknoten, hat keinen Vorginger®) gilt nur fiir v = s.

Definition  Ein (einfacher) Weg (s = vg, v1,...,v¢) in G heiBt ein S-Weg, wenn
alle Knoten auBer eventuell v; in S liegen.

Behauptung: Neben (11) und (12) gelten nach jeder Runde die folgenden Invarianten:

13) Wenn v € S und v # s, dann gilt p[v] # — 1 und
b
p[v] ist vorletzter Knoten auf einem S-Weg von s nach v der Lange d(s,v).

(14) Wenn w ¢ S und w # s und dist [w] < oo, dann gilt: p[w] € S und
plw] ist letzter S-Knoten auf einem S-Weg von s nach w der Lange dist [w].
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Beweis von (13) und (14), fiir Interessierte: Induktion liber Runden.

Nach Runde 0 (also vor Beginn) sind Aussagen (13) und (14) trivialerweise wahr, weil S = () ist und
dist [w] < oo fiir alle w # s gilt.

Nun betrachte das Ende von Runde 1, in der also s bearbeitet wird. Da S = {s} gilt, ist (13) trivial.
Wenn w # s und dist[w] < oo, gibt es eine Kante (s, w) und dist[w] = c¢(s, w), und es gilt
plw] = s. Also ist auch (l4) richtig.

Nun betrachten wir Runde ¢ > 2 durch die while-Schleife. Damit diese Runde iliberhaupt stattfindet,
muss es einen Knoten uw € V — S mit dist[u] < oo geben.

Der Algorithmus wahlt ein solches u mit minimalem dist[w] und bearbeitet . Die Menge S wird
dabei auf S" = S U {u} vergroBert.

Nach I.V. (14) war vor Runde ¢ Knoten w = pl[u] € S der letzte Knoten auf einem S-Weg kiirzester
Lange dist[u]. Nach (1), angewendet auf u, ist dies ein kiirzester Weg von s nach u (der ganz in
S’ verlduft). Damit gilt (I3) nun auch fiir u. Fiir die Knoten v € S dndert sich nichts.

Fiir (14) muss man nur die Knoten w mit (u, w) € E betrachten, fiir die sich in Zeile (8b) die
Beziehung dd < dist[w] ergibt. Nach I.V. (14) enthilt dist [w] entweder oo oder die Lange eines
kiirzesten S-Weges nach w.

dd enthilt dann die Lange eines kiirzeren Weges, der erst (wegen (I1) fiir u) mit Kosten d(s, u)
nach w und dann iiber die Kante (u, w) verlduft. Dies ist ein kiirzester S’-Weg nach w, und er hat
u = p[w] als letzten Knoten in S’. O
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Ergebnis:

Wenn der Algorithmus von Dijkstra anhalt, filhren die p[v]-Verweise von jedem
Knoten v aus entlang eines kiirzesten Weges (zuriick) zu s.

Da die p[v]-Verweise keinen Kreis bilden konnen (mit dem Schritt S < S U {u}
wird der Verweis vom neuen S-Knoten u auf den S-Knoten p[u] endgiiltig fixiert),
bilden die Kanten (p[v],v) einen Baum, den sogenannten

Baum der kiirzesten Wege.

Beispiel:
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Wieso steht der Algorithmus von Dijkstra unter der Uberschrift ,, Greedy-Algorithmen*?

Er halt eine sehr geschickte Datenstruktur bereit, wahlt dann aber in jeder Runde nach dem
Greedy-Muster als nachsten einzubeziehenden Knoten einen, dessen dist [v]-Wert minimal ist.
Weiter unten lernen wir den Algorithmus von Jarnik/Prim fiir das Problem ,,Minimaler Spannbaum*
kennen, der ein Paradebeispiel fiir einen ,,Greedy“-Algorithmus ist und der sich nur minimal vom
Algorithmus von Dijkstra unterscheidet.

Implementierungsdetails:

Noch zu klaren:
Wie findet man effizient einen Knoten u mit kleinstem Wert dist[u]?

Einfache Losung:
Durchsuche in jeder Runde das dist-Array, um das Minimum zu finden.

Dann benétigt jede Runde Zeit ©(n), und die Gesamtrechenzeit des Algorithmus
von Dijkstra ergibt sich zu ©(n?).

Dies ist fiir ,,dichte” Graphen, also Graphen mit sehr vielen Kanten, akzeptabel,
nicht aber fiir Graphen mit |E| < |V|? (,,diinn besetzte” Graphen).
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Effiziente Alternative:

Verwalte die Knoten w € V —8 mit Werten dist [w] < oo mit den dist [w]-Werten
als Schlussel in einer

Prioritatswarteschlange PQ.

Wenn dist [w] = oo, ist w (noch) nicht in PQ.
extractMin liefert den nachsten Knoten u, der zu S hinzugefiigt werden soll.

inS: array[l..n] of Boolean (Knoten in S).
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Dijkstra(G, s) // (Vollversion mit Priorititswarteschlange)

Eingabe: gewichteter Digraph G = (V, E,c), V = {1, ..., n}, Startknoten s;

Ausgabe: Linge d(s, v) der kiirzesten Wege, Vorgangerknoten p(v)

Hilfsdatenstrukturen: PQ: eine (anfangs leere) Prioritdts-WS; inS, p, dist: s.o.

(1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9

)
10)

11)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(12)

for w from 1 to n do
dist[w] < oo; inS[w] <« false, plw] «+ —1;
dist[s] < 0; pls] < —2; PQ.insert(s);
while not PQ.isempty do
u < PQ.extractMin; inS[u] < true; // u wird bearbeitet
for Knoten w mit (u,w) € F and not inS[w] do
dd < dist[ul + c(u, w);
if plw] >0 and dd < dist[w] then
PQ.decreaseKey(w,dd); p[w] < u; dist[w] < dd;
if plw] = —1 then // w wird soeben entdeckt
dist[w] < dd; plw] < u; PQ.insert(w);
Ausgabe: dist[1..n] und p[1..n].
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Aufwandsanalyse:

Die Prioritatswarteschlange realisieren wir als (bindren) Heap (s. Abschnitt 6.4).

Maximale Anzahl von Eintragen: n.
Initialisierung: Zeit O(1) fiir PQ, O(n) fiir den Rest.

Es gibt maximal n Durchlaufe durch die while-Schleife mit Organisationsaufwand
jeweils O(1), zusammen also Kosten O(n) fiir die Schleifenorganisation.

In Schleifendurchlauf Nummer ¢, in dem wu; bearbeitet wird:
PQ.extractMin kostet Zeit O(logn).

Durchmustern der deg(u;) Nachbarn von wu:

Jedes PQ.insert oder PQ.decreaseKey kostet Zeit O(logn).
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Insgesamt:

n - O(logn) + Z O(deg(uy) - logn)

1<t<n

= O(nlogn+logn- ( Zdeg(ut)>> = O(nlogn + mlogn),

1<t<n

wobei n = |V| (Knotenzahl), m = |E| (Kantenzahl).

Satz 11.1.3

Der Algorithmus von Dijkstra mit Verwendung einer Prioritatswarteschlange, die
als Binarheap realisiert ist, ermittelt kiirzeste Wege von Startknoten s aus in einem
Digraphen G = (V, E,¢) in Zeit O((n + m)logn).
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Mitteilung 11.1.4

Es gibt eine Implementierung der Datenstruktur Prioritatswarteschlange mit folgenden Rechenzei-
ten:

empty und isempty (und das Ermitteln des kleinsten Eintrags) kosten konstante Zeit;
extractMin kostet Zeit O(log n); n Einfiigungen kosten zusammen Zeit O (n logn);
m decreaseKey-Operationen bendtigen zusammen Zeit O(m).

.» Fibonacci-Heaps*“

(Fortgeschritten, siehe Master-Vorlesung , Effiziente Algorithmen” oder das Buch [Cormen et al.,
Introduction to Algorithms].)

Resultierende Rechenzeit fiir Algorithmus von Dijkstra:
O(m + nlogn)

Lineare Rechenzeit fiir Graphen mit m = Q(nlogn) Kanten.
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11.2 Minimale Spannbaume: Der Algorithmus von Jarnik+Prim

Erinnerung (a) Ein (ungerichteter) Graph G = (V, FE) heiBt kreisfrei, wenn er
keinen Kreis besitzt.

(b) Ein Graph G heiBt ein freier Baum (oder nur Baum), wenn er zusammenhangend
und kreisfrei ist. — Beispiel:
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SR

Kreisfreie Graphen heiBen auch (freie) Walder.
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Lemma 7.1.16 tiber Baume

Wenn GG = (V, E) ein Graph mit n Knoten und m Kanten ist, dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(a) G ist ein Baum.

(b) G ist kreisfrei und m > n — 1.

(c) G ist zusammenhingend und m < n — 1.

(d) Zu jedem Paar u, v von Knoten gibt es genau einen einfachen Weg von u nach wv.

(

e) GG ist kreisfrei, aber das Hinzufiigen einer beliebigen weiteren Kante erzeugt einen Kreis
(G ist ,,maximal kreisfrei").

(f) G ist zusammenhingend, aber das Entfernen einer beliebigen Kante erzeugt einen
nicht zusammenhingenden Restgraphen (G ist ,,minimal zusammenh&ngend").

Aus dem Fundamental-Lemma fiir Baume folgt, fiir einen Baum G mit n Knoten:
(1) G hat n — 1 Kanten.
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(2) Wenn man zu G eine Kante (u, w) hinzufiigt, entsteht genau ein Kreis
(aus (u,w) und dem eindeutigen Weg von u nach w in G).
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(3) Wenn man aus G eine Kante (u, w) streicht, zerfallt der Graph in 2 Komponenten
U={veV | vvonu aus iiber Kanten aus F — {(u,w)} erreichbar};

W ={v €V | vvon w aus iiber Kanten aus £ — {(u,w)} erreichbar}.
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Beispiel:

Definition 11.2.1

Es sei G = (V,E) ein zusammenhangender
Graph. Eine Menge 1" C E von Kanten heil}t
ein Spannbaum fiir G, wenn (V,T) ein Baum

< ISt.

Klar: Jeder zusammenhidngende Graph hat einen Spannbaum.

(Iterativer Prozess: Starte mit E. Solange es Kreise gibt, entferne eine beliebige Kante auf einem
Kreis. Der Zusammenhang bleibt stets erhalten; der verbleibende Graph muss kreisfrei sein.)
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Definition 11.2.2

Es sei G = (V, E,c) ein gewichteter Graph, d.h. ¢c: E — R ist eine ,, Gewichts-
funktion" oder , Kostenfunktion".

@3 1 o 4
J )
1

2
S 1 2 5
( 4
3
1 3 2
2 1

N
o/
w
w
O

2
Graph modelliert: StraBennetz — Computernetzwerk — Leitungsnetz — . . . Kantenkosten modellieren
Herstellungskosten (StraBe, Unterwasserkabel, Pipeline, . . . ) oder Leitungsmiete oder . . .

Ziel: Finde Spannbaum (zus.-hingend, kreisfrei) von G mit moglichst geringen Kosten.
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(a) Jeder Kantenmenge £’ C E wird durch

ecE’/

ein Gesamtgewicht zugeordnet.

Gesamtgewicht

c(E') =3+5+2+5+3+3+3+2 = 26.
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(b) Sei G zusammenhingend. Ein Spannbaum T C F fiir G heiBt ein minimaler
Spannbaum, wenn er minimale Kosten unter allen Spannbaumen hat, d. h. wenn

c(T) = min{c(T") | T" Spannbaum fiir G}.

Abkiirzung: MST (,, Minimum Spanning Tree").

3 1 3 1
C N 4 O N\ 4

Y J
5/ 1 5 2
3< 3\
2| 1 2 2l 1 31 2

3 3
O 5O O O

Zwei minimale Spannbdaume, jeweils mit Gesamtgewicht 18.

A
P\

()

/\Kim/\
N

= N

N\ /
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Klar: Jeder Graph besitzt einen MST. (Es gibt nur endlich viele Spannb3dume.)
Achtung: Es kann mehrere verschiedene MSTs geben (die alle dasselbe Gesamtgewicht haben).
Aufgabe: Zu gegebenem G = (V, E, ¢) finde einen MST T

Hier: »Algorithmus von Jarnik/Prim* und ,, Algorithmus von Kruskal*
Algorithmenparadigma: ,,greedy®.

Baue Losung Schritt fiir Schritt auf.

(Hier: Wahle eine Kante fiir T' nach der anderen.)

Treffe in jedem Schritt die (lokal) giinstigste Entscheidung.

Algorithmus von Jarnik/Prim ist sehr dhnlich zum Algorithmus von Dijkstra.
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Algorithmus von Jarnik/Prim:  (Programmierdetails spiter)

S: Menge von Knoten. Enthalt die , bisher erreichten™ Knoten.
R: Menge von Kanten. Enthalt die ,, bisher gewahlten™ Kanten.

(1) Wabhle einen beliebigen (Start-)Knoten s € V.
S« {s}; R«
(2) Wiederhole (n — 1)-mal:
Wahle eine billigste Kante (v, u), die ein v € S mit einem u € V' — S verbindet,

d.h. finde v € Sund u € V — S, so dass
c(v,u) minimal unter allen Werten c(v’,u'), v € S, v/ € V — 8, ist.

S < SUA{u};
R+ RU{(v,u)};

(3) Ausgabe: R.
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Beispiel (Jarnik/Prim):

N
=

()
N
w
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Beispiel (Jarnik/Prim):
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Beispiel (Jarnik/Prim):
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Die Schnitteigenschaft

Fiir den Korrektheitsbeweis des Algorithmus von Jarnik/Prim:
, Cut property* — Schnitteigenschaft

Eine Partition (S,V — 5) von V mit ) # S # V heiBt ein Schnitt.

O——(0—0

V-5

o\

S
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Die Schnitteigenschaft
Definition 11.2.4

Eine Menge R C F heiBt erweiterbar (zu einem MST), wenn es einen MST T' mit
R C T gibt.

R ist erweiterbar, denn es gibt einen MST T' O R.
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Die Schnitteigenschaft

Behauptung (Schnitteigenschaft):

Sei R C F erweiterbar und sei
(S,V — S) ein Schnitt, so dass es
keine R-Kante von S nach V — § gibt,

undseie = (v,w), v € S, w €V —_5 eine
Kante, die den Wert c((v',w")), v/ € S,
w' €V — S, minimiert.

Dann ist auch RU {e} erweiterbar.
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Die Schnitteigenschaft

Beweis der Schnitteigenschaft: Sei R C E, sei T' O R ein MST;
sei (S,V — S) ein Schnitt, e wie in der Voraussetzung.

Wenn e € T', dann gilt RU {e} C T, also ist RU {e} erweiterbar.

Ab hier: e ¢ T.
R (OO Rest (O—O)

S V=S

Eine erweiterbare Menge R.
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Die Schnitteigenschaft

R () Rest: (O)—C)
T-R(O—O)

MST T"mit RC T.

FG KTuEA, TU llmenau
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Die Schnitteigenschaft

R () Rest: (O)—C)
T-R(O—O)

e = (v, w) minimiert c((v",w’)), v €S, w eV —8S.
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Die Schnitteigenschaft

R () Rest: (O)—C)
T-R(O—O)

Weg in T' von v nach w wechselt von S nach V' — S bei Kante ¢€'.
Es entsteht ein Kreis in T'U {e}, auf dem e und €’ liegen.
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Die Schnitteigenschaft

R () Rest: (O)—C)
T-R(O—O)

Te := (T — {€'}) U{e} ist Spannbaum und enthilt R U {e}.
c(T.) —c(T) = c(e) —c(e’) <0, also ist T, optimal. Also ist RU {e} erweiterbar.[]
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Korrektheit des Algorithmus von Jarnik /Prim:

R;: Kantenmenge (GroBe i), die nach Runde 7 in R steht.
Si: Knotenmenge (GroBe i + 1), die nach Runde i in S steht.

Weil in jeder Runde 2 ein neuer Knoten zu S;_1 hinzukommt, um S; zu bilden, und die neue Kante
in R; diesen Knoten an S;_; anschlieBt, ist jeder Graph (S;, R;) zusammenhingend. Da durch keine
der neuen Kanten ein Kreis geschlossen wird, ist (.S;, R;) sogar ein Baum.

Der Prozess kann nicht steckenbleiben:
Wenn es keine Kante von S;_1 nach V' — S;_1 gadbe, ware G nicht zusammenhangend.

Zu zeigen: R,,_1 ist ein minimaler Spannbaum fiir G.

Weil R,,_1 kreisfrei ist und n — 1 Kanten hat, ist R,,_1 Spannbaum.

Induktionsbehauptung IB(2): R; ist erweiterbar.
(Dies beweisen wir gleich durch Induktion iiber 2 = 0,1,...,n — 1.)
Dann besagt IB(n — 1), dass es einen MST T mit T' O R,, 1 gibt.

Weil T als Spannbaum n — 1 Kanten hat und R, _; auch n — 1 Kanten hat, ist
T = R,,_1, also ist die Ausgabe R,,_1 ein MST.
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IB(7): R, ist erweiterbar.
ILA.: 4 = 0. — Es gibt einen MST T fiir G, und Ry = @ C T gilt trivialerweise.
LV.:1 <1< n—1und R;_; ist erweiterbar.

1.S.: (S;—1,V — S;_1) ist ein Schnitt, und keine Kante von R;_; liberquert diesen Schnitt.

=
=

Der Algorithmus von Jarnik/Prim wahlt unter allen Kanten, die den Schnitt iiberqueren, eine billigste
Kante e, und bildet R; := R;_1 U {e}. Mit der Schnitteigenschaft folgt: R; ist erweiterbar. [

FG KTuEA, TU limenau Algorithmen und Datenstrukturen — SS 2021 — Kapitel 11 49



Implementierungsdetails im Algorithmus von Jarnik/Prim:

Wir nehmen an, dass G = (V, E,c) mit V = {1,...,n} in Adjazenzlistendarstellung gegeben
ist. Die Kantengewichte c(e) stehen in den Adjazenzlisten bei den Kanten.

Fiir jeden Knoten w € V — S wollen wir immer wissen:

1) die Lange der billigsten Kante (v, w), v € 8, falls es eine gibt:
in dist [w] (,,Abstand von S"), fiir Array dist[1..n].

2) den (einen) Knoten p(w) € S mit c(p(w), w) = dist[w], falls ein solcher existiert:
in p[w] (,Vorganger in S"), fiir Array p[1..n].
Solange es von S keine Kante nach w gibt, gilt dist [w] = oo und p[w] = — 1.

Verwalte die Knoten w € V —S mit Werten dist [w] < oo mit den dist [w]-Werten als Schliissel
in einer Prioritatswarteschlange PQ.

Wenn dist [w] = oo, ist w (noch) nicht in der PQ.
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Jarnik/Prim(G, s) // (Vollversion mit Prioritatswarteschlange)

Eingabe: gewichteter Graph G = (V, E,c), V = {1,...,n}, Startknoten s € V (ist beliebig);
Ausgabe: Ein MST fiir G.

Hilfsstrukturen: PQ: eine (anfangs leere) Prioritats-WS; inS, p: wie oben

(1) for w from 1 to n do

(2) dist[w] < oo; inS[w] <« false, plw] + —1;

(3) distl[s] <« 0; pls] < —2; PQ.insert(s);

(4)  while not PQ.isempty do

(5) u < PQ.extractMin; inS[u] < true

(6) for Knoten w mit (u,w) € E and not inS[w] do

(7) dd < c(u,w); // einziger Unterschied zu Dijkstra!
(8) if plw] > 0 and dd < dist[w] then

(9) PQ.decreaseKey(w,dd); p[w] < u; dist[w] < dd;
(10) if p[wl] = —1 then // w vorher nicht zu S benachbart
(11) dist [w] <« dd; plw] < u; PQ.insert(w);

(12) Ausgabe: 7' = {(w,plw]) | inS[w] = true, w # s}. // Menge der gewdhlten Kanten
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Zeitanalyse: Exakt wie fiir den Dijkstra-Algorithmus.

Satz 11.2.5

Der Algorithmus von Jarnik/Prim mit Verwendung einer Prioritdtswarteschlange, die
als Binarheap realisiert ist, ermittelt einen minimalen Spannbaum fiir G = (V, E, ¢)
in Zeit O((n + m) logn).

Wie beim Algorithmus von Dijkstra: Wenn man Fibonacci-Heaps o. a. verwendet, bei
denen m decreaseKey-Operationen Zeit O(m) bendtigen:
Rechenzeit fiir Jarnik/Prim: O(m + nlogn).
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11.3 Der Algorithmus von Kruskal

Auch dieser Algorithmus [6st das MST-Problem.

Anderer Ansatz als bei Jarnik/Prim, aber auch , greedy":
Starte mit R = (). Dann folgen n — 1 Runden.

In jeder Runde:

Wahle eine Kante e € ¥ — R von kleinstem Gewicht,
die mit (V, R) keinen Kreis schlieBt, und fiige e zu R hinzu.

Eine offensichtlich korrekte Methode, dies zu organisieren:

Durchmustere Kanten in aufsteigender Reihenfolge des Kanten-
gewichts, und nimm eine Kante genau dann in R auf, wenn sie mit R
keinen Kreis bildet.
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Algorithmus von Kruskal, informal

1. Schritt:
Sortiere die Kanten e, ..., e, nach den Gewichten c(e;),...,c(e,) aufsteigend.
Also 0.B.d.A.: c(e1) < ... < c(em).

2. Schritt: Setze R « ().

3. Schritt: Fir: =1,2,...,m tue folgendes:
Falls RU {e;} kreisfrei ist, setze R < R U {¢e;}
// sonst, d.h. wenn e; einen Kreis schlieBt, bleibt R unverandert

// Optional: Beende Schleife, wenn |R| =n — 1.
4. Schritt: Die Ausgabe ist R.
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Beispiel (Kruskal):

FG KTuEA, TU llmenau

Algorithmen und Datenstrukturen — SS 2021 — Kapitel 11

54



Beispiel (Kruskal):

FG KTuEA, TU llmenau

Algorithmen und Datenstrukturen — SS 2021 — Kapitel 11

54



Beispiel (Kruskal):
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Beispiel (Kruskal):
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Beispiel (Kruskal):
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Beispiel (Kruskal):
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Uns interessieren: 1) Korrektheit; 2) Rechenzeit (spater).

Korrektheit des Algorithmus von Kruskal:
R, sei die Kantenmenge, die nach Runde i, der Bearbeitung von ¢;, in R steht.

Zu zeigen ist: R,, ist ein minimaler Spannbaum fiir G.

Erinnerung: R C E heiBt erweiterbar, wenn R C T gilt, fiir einen MST T'.
Ind.-Behauptung IB(z), 0 <i < m: R; ist erweiterbar. (Beweis per Induktion iiber i.)

Dann besagt IB(m), dass R,,, C T ist, fiir einen MST T

Beh.: Es gilt auch T C R,,,. (Also gilt Gleichheit, und R,, ist ein MST.)

(Beweis der Beh.: Sei e € T'. Dann ist e = ¢; fiir ein %, und e; wurde in Runde 7 getestet. Weil
Ri 1 CR,CTunde €T, ist Ri_1U{e;} CT,alsoist R;,_1 U {e;} kreisfrei, also fiigt der
Algorithmus die Kante e; in Runde % zu R hinzu, also gilt e; € R,;.)
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Induktionsbehauptung IB(2): R; ist erweiterbar.

Beweis, durch Induktion tber :

I.LA.: Ry = () ist erweiterbar.

LV.: 1 <17 < mund R;_ ist erweiterbar.

1.S.: Nun wird Runde 7 mit Kante e; ausgefiihrt.

1. Fall: R;_; U {e;} enthilt einen Kreis. Dann ist R; = R;_1, also erweiterbar nach L.V.

2. Fall: R;_; U {e;} ist kreisfrei. — Sei e; = (v, w). Definiere

S:={u eV |imWald (V, R;_1) ist u von v aus erreichbar}.

(S ist die Zusammenhangskomponente von v in (V, R;_1).)

Weil R;_1 U {(v, w)} kreisfrei ist, folgt w € V — S.

Nach Definition von S ist klar, dass keine R;_i-Kante S und V — S verbindet.

Betrachte nun eine beliebige Kante e = ¢, die zwischen S und V' — S verlauft. Wie eben gesagt,
ist dann e; € R;_;. Es gilt sogar j > 4. (e; schlieBt mit R;_; keinen Kreis, also erst recht nicht
mit R;_1 C R;_1. Wére j < 4, hatte der Algorithmus e; in Runde 5 zu R hinzugefiigt.)

Weil wir die Kanten anfangs nach Gewicht sortiert haben, folgt c(e;) > c(e;).

Also ist c(e;) minimal unter allen c((v', w')) mit (v',w') € E,v' € S,w' € V — S.

Nach der Schnitteigenschaft folgt: R, = R;_1 U {e;} ist erweiterbar, d. h. die Induktionsbehauptung.

Damit ist der Korrektheitsbeweis fiir den Algorithmus von Kruskal vollstandig. [
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11.4 Hilfsstruktur: Union-Find

Union-Find-Datenstrukturen dienen als Hilfsstruktur fiir verschiedene Algorithmen,
insbesondere fiir den Algorithmus von Kruskal.

Zwischenkonfiguration im Algorithmus von Kruskal: Menge R;_1 C E, die Wald
bilden, und Folge ¢;, ..., e, von noch zu verarbeitenden Kanten.
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Die im Algorithmus von Kruskal zu |osende Aufgabe:

G— 6" Zu zwei Knoten v und w entscheide, ob es in (V, R;_1)
o 1 3 2 einen Weg von v nach w gibt.

1
®—> Y9 10 (Hier: zwischen den Endpunkten 2 und 6 der violetten Kante.)

3
% Moglich, aber ungeschickt: Jedesmal Tiefensuche o. a.

Ansatz: Reprisentiere die Knotenmengen, die den Zusammenhangskomponenten von (V, R) ent-
sprechen, in einer Datenstruktur. — Im Beispielbild: {1}, {2,3,5,7,9}, {4}, {6}, {8,11}, {10}.

Es soll schnell zu ermitteln sein, ob zwei Knoten in derselben Komponente/Menge liegen.

Wenn wir einen Schritt des Kruskal-Algorithmus ausfiihren, bei dem eine Kante akzeptiert, also in R
aufgenommen wird, miissen wir zwei der disjunkten Mengen vereinigen.
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AN PN . Die im Algorithmus von Kruskal zu |osende Aufgabe:
—(—* Zu zwei Knoten v und w entscheide, ob es in (V, R;_1)

2\/2 einen Weg von v nach w gibt.

g 31 ) (Hier: zwischen den Endpunkten 2 und 6 der violetten Kante.)

% Moglich, aber ungeschickt: Jedesmal Tiefensuche o. a.

Ansatz: Reprisentiere die Knotenmengen, die den Zusammenhangskomponenten von (V, R) ent-
sprechen, in einer Datenstruktur. — Im Beispielbild: {1}, {2,3,5,7,9}, {4}, {6}, {8,11}, {10}.

Es soll schnell zu ermitteln sein, ob zwei Knoten in derselben Komponente/Menge liegen.

Wenn wir einen Schritt des Kruskal-Algorithmus ausfiihren, bei dem eine Kante akzeptiert, also in R
aufgenommen wird, miissen wir zwei der disjunkten Mengen vereinigen.

Neue Mengen: {1},4{2,3,5,6,7,9},{4},{8,11}, {10}.

Auch diese Operation sollte schnell durchfiihrbar sein.
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Eine Partition* von {1,2,...,n} ist eine Zerlegung in Mengen (hier: ,,Klassen")
{1,2,...,n} =S USU---US,,

wobei 57, 55, ..., .5, disjunkt sind.
Abstrakte Aufgabe:

Verwalte eine dynamische (d.h. verinderliche) Partition der Menge {1,2,...,n}
unter Operationen

init (Initialisierung)

union (Vereinigung von Klassen der Partition)

find  (,,In welcher Klasse liegt ¢7").

* In der Mathematik heit die gesamte Aufteilung Partition, die Teile Klassen.
Bei der Speicheraufteilung in Computern bedeutet , Partition” einen Teil. Nicht verwechseln!
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Beispiel: n = 12.

2 73
® ¢
K? Ke Ko Ky

In jeder Klasse K der Partition ist ein Reprasentant r € K ausgezeichnet. Dieser
fungiert als Name von K. Wir schreiben K, fiir die Klasse mit Repriasentanten r.

Kompakte Darstellung:
Funktion/Array r mit r(7)

i 1] 2
r(i) || 4] 4

= Reprasentant der Klasse von i:
| 3 |4|5|6|7|8|9|10|11|12
| 71446 T[6]T]10]1L] 7
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Operationen:

init(n):

find(7):

union(s,t):

Erzeugt zu n > 1 die ,,diskrete Partition™ mit den
n einelementigen Klassen {1},{2},...,{n}, also K; = {i}.

Gibt zu 7 € {1,...,n} den Namen (i) der Klasse K, ;) aus,
in der sich i (gegenwartig) befindet.

Die Argumente s und ¢ miissen Reprasentanten verschiedener
Klassen K, bzw. K; sein. Die Operation ersetzt in der Partition
K, und K; durch die Vereinigung K, U K;.

Als Reprasentant von K U K; kann ein beliebiges Element ver-
wendet werden. (Meistens: s oder t.)
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Im Beispiel entfernt union(4, 10) die Klassen K, = {1,2,4,5} und K79 = {10} und
fligt K1, ={1,2,4,5,10} hinzu.

Aus Sicht der r-Funktion entspricht diese Operation der Anderung der Funktionswerte
auf der Klasse K.:
it fallsr(i) = s,
r(i) = { r(i), sonst.

Im Beispiel: Die »-Werte in K4 werden auf 10 geadndert, Rest bleibt gleich.
i | 1] 2|34 |5 |6|7]8]9]10]11]12
r'(4) |10 |10 | 7 {10 |10 |6 |7 |6 |7 |10 |11 | 7

Zwei Implementierungsmoglichkeiten:

1) Arrays (mit Listen) (erlaubt schnelle finds)

2) Baume (erlaubt schnelle unions)
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Algorithmus von Kruskal mit Union-Find

Input: Gewichteter zusammenhingender Graph G = (V, E,¢) mit V ={1,...,n}.

1. Schritt:
Sortiere Kanten ey, ..., e, nach Gewichten ¢; = ¢(e1),...,cm = c(e,,) aufsteigend.

IA

- < Cpp-

Resultat: Kantenliste (vq,w1,¢1), ..., (Vm, Wi, Cm), €1
2. Schritt: Initialisiere Union-Find-Struktur fiir {1,...,n}.

3. Schritt: Fiir i = 1,2, ..., m tue folgendes:
s < find(v;); t <« find(w;);
if s # t then begin R < RU {e¢;}; union(s, t) end;
// Optional: Beende Schleife, wenn |R| =n — 1.

4. Schritt: Die Ausgabe ist R.

Bemerkung: Im Algorithmus kommt das Wort ,,Kreis” nicht mehr vor.
Es wird vielmehr getestet, ob (v;, w;) zwei Zusammenhangskomponenten verbindet.
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Satz 11.4.1

(a) Der Algorithmus von Kruskal in der Implementierung mit Union-Find ist korrekt.

(b) Die Rechenzeit des Algorithmus ist O(mlogn), wenn man die Union-Find-
Datenstruktur mit Arrays implementiert.

(c) Die Rechenzeit des Algorithmus ist O(mlogn), wenn man die Union-Find-
Datenstruktur mit mit wurzelgerichteten Baumen (mit Pfadkompression)
implementiert.

Bem.: Teil (c) wird noch prazisiert.

Beweis: (a) Man zeigt durch Induktion iiber die Runden, dass nach Runde % die Klassen der
Union-Find-Struktur genau die Zusammenhangskomponenten des Graphen (Waldes) (V, R;) sind,
fuir R; = Inhalt von R nach Runde .

Daher testet ,,s < find(v;); t < find(w;);if s # t ... " im 3. Schritt korrekt die Kreiseigenschaft.
(b), (c): Siehe unten.
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Array r[1..n] enthdlt in r[i] den Reprasentanten r(i) der Klasse K,(;), in der ¢
gegenwartig liegt. In unserem Beispiel sihe r folgendermaBen aus:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
r:| 414741416 |76 |7 [10]11]|7

Offensichtlich ist find(i) in Zeit O(1) ausfiihrbar.
Naiver Ansatz fiir union(s,t):
Durchlaufe das Array r; dndere dabei alle ,,s" in ,,t“ (oder umgekehrt).

Kosten: ©(n).

Dies kann man verbessern.
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Trick 1:
Halte die Elemente jeder Klasse K (mit Reprdsentant s) in einer linearen Liste L.

Dann muss man bei der Umbenennung von ,,s” in ,t"“ nur Lg durchlaufen — die
Kosten betragen ©(|K,|). Aus Listen L und L; wird eine neue Liste L.

Trick 2:

Bei der Vereinigung von Klassen sollte man den Reprasentanten der groBeren Klasse
iibernehmen und den der kleineren indern, da damit die Zahl der Anderungen
kleiner gehalten wird. — Hierzu muss man die Listenlangen/KlassengréBen in
einem zweiten Array sizel[1..n] mitfiihren.
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Im Beispiel: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

r:| 4 (4| 7|4(46|7]6 710|117

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
size: |— | —|—14|—-124|—-—|—-|1]1]|—

Nur die Eintrdge size[s] mit r(s) = s, also fiir Reprasentanten s, sind relevant.
Die anderen Eintrage (mit ,,—" gekennzeichnet) sind unwesentlich.

Listen: L4 = (4,2, 1,5), L7 — (7,3, 12,9), L6 — (6,8), LlO — (10), Lll — (11)

Fiir eine besonders sparsame Implementierung der Listen ist es niitzlich, wenn L  mit s beginnt.
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Beispiel: union(7,6).

Weil size[6] < sizel[7], werden die Eintrage r[:] fiir 2 in Lg auf 7 geandert und
Lg = (6, 8) wird unmittelbar nach dem ersten Element 7 in L7 eingefiigt:

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
r:| 44|\ 7|44\ |77 7|110]11 |7

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
size: |— | —|—|4|—-|—]6|—-—|—(1]11]-—

Aus L7 = (7,3,12,9) und Lg = (6,8) wird die neue Liste L7 = (7,6,8,3,12,9).
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Zeitaufwand: ©(Lange der kleineren Liste) fiir die Umbenennungen im Array r und
O(1) fiir das Andern des Eintrags size[t] sowie das Kombinieren der Listen.

Zur Effizienzverbesserung (um konstanten Faktor) und zur Platzersparnis gibt es
noch einen Trick.
Da alle Listen zusammen stets die Eintrage 1,2,...,n haben, brauchen wir keine
dynamisch erzeugten Listenelemente, sondern konnen alle Listen kompakt in einem
Array speichern.

next[l..n]: integer mit

next [i] — 7, falls 3 Nachfolger von 7 in einer der Listen Ly,
Sxb L= 0, falls j letzter Eintrag in seiner Liste L, ;.
Beispiel:
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12
next : ..l 8 161 3lol---]---] 09

Darstellung von L7 = (7,6,8,3,12,9). (Hier sieht man, wieso L, mit s beginnen muss.)
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Implementierung der Operationen im Detail:

Prozedur init(n) // Initialisierung einer Union-Find-Struktur

) Erzeuge r, size, next: Arrays der Lange n fiir int-Eintrage
) for i from 1 to n do
) rli] « i;

) size[i] « 1;

) next[i] « 0.

(1
(2
(3
(4
(5

Zeitaufwand: O(n).

Prozedur find(7)
(1) return r[z].

Zeitaufwand: O(1).
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Prozedur union(s,t)
// Ausgangspunkt: s,t sind verschiedene Reprdsentanten

(1) if size[s] > size[t] then vertausche s, t;

(2) // nun: size[s] < size[t]

(3) z < s;

(4) rlz] « ¢

(5) while next[z] # 0 do // durchlaufe Ly, setzt r-Werte um
(6) z < next[z];

(7) rlz] < t;

(8) // nun: z enthilt letztes Element von Lg; next[z] =0
(9) // Ls nach dem ersten Eintrag in L; einhdngen:

(10) next[z] < next[t]; next[t] < s;

(11) sizelt] < sizelt] + sizels].

Aufwand: O(Lange der kiirzeren der Listen Ly, L;) .
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Behauptung:
n — 1 union-Aufrufe (mehr kann es nicht geben!) bendtigen Zeit O(nlogn).

Wir behaupten nicht, dass jeder einzelne union-Aufruf Zeit O(logn) benétigt (hierfiir kann man
leicht Gegenbeispiele konstruieren) — aber in der Summe entfillt auf jeden solchen Aufruf ein Anteil
von O(logn):

»Amortisierte Analyse”

Wir nummerieren die union-Aufrufe mit p = 1,2,...,n — 1 durch. Die beiden in
Aufruf Nummer p vereinigten Klassen seien K, ; und K, 2, wobei | K, 1| < | K, 3
gelten soll.

Fiir den p-ten union-Aufruf veranschlagen wir Kosten | K 1|.

Dann ist der Gesamt-Zeitaufwand fiir alle unions zusammen

O(n) + O( Z 1K) )

1<p<n

Wir wollen >, | K} 1| abschdtzen.
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Trick: Ermittle den Beitrag zu dieser Summe aus Sicht der einzelnen Elemente <.

Fiir 1 <i<n, 1<p<n definiere:

= 1 fallsz e Kp,17
P 1 (0 sonst.

Dann erhilt man durch Umordnen der Summation:

Yo Epal= X0 Yam= > (X auw).

1<p<n 1<p<n 1<i1<n 1<i<n 1<p<n
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In der letzten inneren Summe ¢; = >, _, ai;, wird fir jedes i € {1,...,n}
gezahlt, wie oft es bei union-Operationen in der kleineren Menge K, ; enthalten ist
(d. h. wie oft insgesamt der Reprasentant seiner Klasse gewechselt hat).

Bei jeder union-Operation, bei der 7 in der kleineren Klasse ist, wird die GroBe der
Klasse mindestens verdoppelt, startend mit der Klasse {i}. Da Klassen nicht groBer
als n werden konnen, gilt 2% < n, also ¢; < logn, also

Z K| = Zcz- < nlogn.

1<p<n 1<i<n

Damit ist die Behauptung bewiesen. []
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Satz 11.4.2

In der Implementierung der Union-Find-Struktur mit Arrays hat jede find-Operation
Rechenzeit O(1), n — 1 union-Operationen haben Rechenzeit O(nlogn).

Satz 11.4.1 (Vollversion)
(a) ...

(b) Die Rechenzeit des Algorithmus von Kruskal ist O(m logn)+O(m)+O(nlogn),
also O(mlogn), wenn man die Union-Find-Struktur mit Arrays implementiert.

Beweis:

Sortieren der Kanten hat Kosten O(mlogm) = O(mlogn).

2m find-Operationen haben Kosten O(m).

n — 1 union-Operationen haben Kosten O(nlogn). ]
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Eine attraktive Implementierung der Union-Find-Datenstruktur verwendet einen
,wurzelgerichteten Wald“.

Beispiel: Partition {1,2,4,5},{3,7,9,12},{6,8},{10}, {11} wird dargestellt durch:

)

(2] (© @
ORNO ©

Fiir jede Klasse K gibt es genau einen Baum Bj. Jedes © € K ist ein Knoten im Baum B;.
Es gibt nur Zeiger in Richtung auf die Wurzel zu. p(2) ist der Vorgdnger von 1.

Die Wurzel ist der Reprasentant s.

Sie zeigt auf sich selbst als ,,Vorganger": p(i) = 4 genau dann wenn 4 Reprdsentant ist.
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Eine kostengilinstige Darstellung eines solchen Waldes benutzt nur ein Integerarray
p[1l..n]. Fir Knoten ¢ gibt der Eintrag p[i] den Vorgédngerknoten p(i) an

Das dem Wald im Beispiel entsprechende Array sieht so aus:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
p: |24 (12|42 |6 | 7|6 | 7|10]11]|7

Prozedur find(7)
(1) j <«
(2) jj < plil; /] (2)—(6): verfolge Vorgangerzeiger bis zur Wurzel
(3) while jj # j do

(4)  J < 33

()  Jj < plid;

(6) return j.

Zeitaufwand: O (depth(i)) = O(Tiefe von 7 in seinem Baum).
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union(s,t): Gegeben: Verschiedene Reprasentanten s und t.

Man macht einen der Reprasentanten zum Kind des anderen, setzt also p(s) :=t
oder p(t) :=s.

? Welche der beiden Optionen sollte man nehmen?

Ungeschickt: union(i,7 + 1), ¢ = 1,...,n — 1, dadurch ausfilhren, dass man
nacheinander p(%) := 4 + 1 ausfiihrt.
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Dies fiihrt zu dem Baum

find-Operationen sind nun sehr teuer!
Ein find(4) fiir jedes 7 € {1,...,n} fiihrt zu Gesamtkosten ©(n?)!
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Trick: Fiihre fiir jeden Knoten ¢ eine Zahl rank(i) (Rang) mit, in einem Array
rank[1..n]: array of int, mit rank[:] = Tiefe des Teilbaums mit Wurzel 1.

® ) OO
N GEREORClc
0(9) 1 o

&

Fiir union(s,t) benutzen wir die Regel ,,union by rank": )
Die Wurzel mit dem groBeren Rang wird Wurzel des neuen Baums, keine Anderung

der Range.

Bei gleichen Rangen ist die Wahl der Wurzel gleichgiiltig.
In diesem Fall erhoht sich der Rang des Knotens, der Wurzel bleibt, um 1.
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Operationen:

Prozedur init(n) // Initialisierung

(1)
(2)
(3)

Erzeuge p, rank: Arrays der Lange n fiir int-Eintrage
for i from 1 to n do
pl[i] < i; rank[i] <« O; // m Baume mit je einem (Wurzel-)Knoten vom Rang 0

Zeitaufwand: O(n).

Prozedur union(s, t) // ,,union by rank"

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

// Ausgangspunkt: s, t sind verschiedene Reprasentanten von Klassen
// D.h.:pls] = sund plt] =t
if rank[s] > rank[t]
then p[t] < s
elseif rank[t] > rank[s]
then p[s] < ¢
else p[t] < s; rank[s] <— rank[s] + 1.

Zeitaufwand: O(1).
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Beispiele:

union(4,7) wiirde liefern:

50
5d
e o./%
0
union(6, 7) wiirde liefern:

» \@°\1@

1

@0
"©0
"ED

oeg
o@@
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Satz 11.4.3

Die eben beschriebene Implementierung einer Union-Find-Struktur mit einem wur-
zelgerichteten Wald hat folgende Eigenschaften:

a) Sie ist korrekt (d. h. hat das vorgesehene Ein-/Ausgabeverhalten).

b) init(n) bendtigt Zeit O(n); find(i) bendtigt Zeit O(logn); union(s,t) bendtigt
Zeit O(1).

Beweis: (a) ist unmittelbar klar.

(b) Wir beobachten:

Fakt 1: ¢ £ p(i) = rank(i) < rank(p(2)).

Beweis: Wenn s bei einer union-Operation Kind von ¢ wird, dann ist entweder rank(s) < rank(t)
(und das bleibt so) oder es ist rank(s) = rank(t), und der Rang von t erhoht sich nun um 1.
Nachher ist s keine Wurzel mehr. Daher andert sich rank(s) nicht mehr, und auch p(s) bleibt

gleich. Der Rang von p(s) kann im weiteren Verlauf nur noch wachsen. Daher bleibt die behauptete
Ungleichung erhalten.
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Fakt 2: Wenn s Wurzel des Baums B, ist und h = rank(s) gilt, dann enthilt B, mindestens 2"
Knoten.

Beweis: Fiir h = 0O ist die Aussage richtig. Eine Wurzel vom Rang h > 1 entsteht, wenn zwei
Baume vereinigt werden, deren Wurzeln beide Rang h — 1 haben. Daraus folgt Fakt 2 leicht durch
Induktion iiber h = 0,1, .. ..

Fakt 3: Bei n Knoten insgesamt gibt es hochstens n/2h Knoten von Rang h.

Beweis: Wegen Fakt 1 konnen Knoten mit Rang h nicht Nachfahren voneinander sein. Also sind alle
Unterbaume, deren Wurzeln Rang h haben, disjunkt. Aus Fakt 2 folgt leicht, dass auch fiir Knoten 2
im Inneren von Biumen mit rank(i) = h gilt, dass ihr Unterbaum mindestens 2" Knoten hat. Also
kann es nicht mehr als n /2" solche Knoten geben.

Aus Fakt 3 folgt, dass es keine Knoten mit Rang groBer als log n geben kann.
Also hat kein Baum Tiefe groBer als log n, also kosten find-Operationen maximal Zeit O(logn). O
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Pfadkompression

Eine interessante Variante der Union-Find-Datenstruktur, die mit einem wurzelge-
richteten Wald implementiert ist, ist der Ansatz der , Pfadkompression” (oder
, Pfadverkiirzung").

Bei einem find(i) muss man den ganzen Weg von Knoten i zu seiner Wurzel r (%)
ablaufen; Aufwand O(depth(i)).

Ein gutes strategisches Ziel ist also, diese Wege moglichst kurz zu halten.

Idee: Man investiert bei find(7) etwas mehr Arbeit, jedoch immer noch im Rahmen
O(depth(i)), um dabei einige Wege zu verkiirzen und damit spatere finds billiger
zu machen.

Jeder Knoten i = ig,41,...,79_1 auf dem Weg von i zur Wurzel iy = r(7) wird
direkt als Kind an die Wurzel gehangt.
Kosten pro Knoten/Ebene: O(1), insgesamt also O(depth(i)).
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Beispiel: iy = i mit d = depth(i) = 4.
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Die neue Version der find-Operation:

Prozedur find(7) // Pfadkompressions-Version

(1)

1 )
11)
12)
13)

/\/\/\/\/\/\/\
—t Ovvv

j <
/| verfolge Vorgangerzeiger bis zur Wurzel 7(2):
jj < plili
while jj # j do
J <33
jj < plil;
r < j; // r enthalt nun Wurzel r(7)

// Erneuter Lauf zur Wurzel, Vorgédngerzeiger umhangen:

j 1
iji < plil;
while jj # j do
pljl < r;
<=3
ij < plil;
return r.
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Beispiel:
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2019 nicht priifungsrelevant: Folien 90-91, 93-100

Die union-Operationen werden exakt wie bisher durchgefiihrt.

Beobachtungen: (1) Die Werte im rank-Array werden aktualisiert wie vorher.
Man kann sie aber nicht mehr als Baumtiefen interpretieren.

(2) Nach (1) fallt bei einer union-Operationen die Entscheidung, welcher Knoten
Kind eines anderen wird, exakt wie im Verfahren ohne Pfadkompression. Daher
verandert die Pfadkompression die Knotenmengen der Baume (also die Klassen) und
die Reprasentanten nicht.

Aus (1) und (2) folgt, dass Fakt 2 weiterhin gilt.

Bem.: Nicht-Wurzeln vom Rang h koénnen — weil sie bei der Pfadkompression Kindknoten verlieren
kénnen — weniger als 2" Nachfahren haben.
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(3) Wenn ein Knoten i Kind eines anderen wird (also aufhdrt, Repradsentant zu sein),
dann andert sich sein Rang, wie in rank[?] gespeichert, nie mehr. Dies gilt in der
Version ohne und in der Version mit Pfadkompression.

Diesen Wert werden wir als den ,,endgiiltigen” Rang von 7 ansehen.

Die Rang-Werte der Nicht-Wurzeln sind dann in der Version mit und in der Version
ohne Pfadkompression identisch.

Solange ein Knoten Wurzel ist, ist sein Rang nicht endgiiltig, aber in beiden Versionen gleich.
Insbesondere: Fakt 3 gilt weiterhin.

(4) Weder union- noch find-Operationen (mit Pfadkompression) dndern etwas an
Fakt 1: Ringe wachsen strikt von unten nach oben entlang der Wege in den Baumen.
(Beweis durch Induktion iiber ausgefiihrte Operationen, Ubung.)
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Definition: F(0) :=1,  F(i):= 280D fiir i > 1.

F (i) ist die Zahl, die von einem ,,Zweierpotenzturm® der Héhe i berechnet wird:

F(i)= 2
Beispielwerte:
i |lofj1]2]3| 4 | 5 | 6
F(i) ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 16 ‘ 65536 ‘ 265536 | 92°7

Definition: log™ n := min{k | F'(k) > n}.

Leicht zu sehen: log™ n = min{k | loglog...logn < 1}.
k
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Nun teilen wir die Knoten j mit (endgiiltigem) Rang > 0 (keine Blitter, keine Wurzeln)
in ,,Ranggruppen” Gg, G1,Go, ... ein:

Knoten j gehort zu Ranggruppe Gy, wenn F'(k — 1) < rank(j) < F(k) gilt.

Go: Rang 1; G1: Rang 2; GGo: Range 3,4; G3: Range 5, ...,16; G4: Range 17,...,65536; etc.
Wenn j in Ranggruppe Gy, ist, folgt (mit Fakt 3):

F(k) — 2F(k—1) < 2rank(j) < 210gn —n.

Also: k < log™n, d.h. es gibt maximal log™ n nichtleere Ranggruppen.

Beachte: 265936 > 10009°°3 > 10'9°%0; Werte n mit log*n > 5, in denen also
Ranggruppe G5 eventuell nicht leer ist, kommen in wirklichen algorithmischen
Anwendungen nicht vor = Man wird nie mehr als fiinf nichtleere Ranggruppen
sehen.

(Es gilt aber: lim,, ., log"n = ~.)
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Wir wollen nun die Kosten von m find-Operationen berechnen. Bei find(7) lduft man einen Weg
i = 10,11 = p(%0), 22 = p(i1),...,14q = p(iq—1) entlang, von ¢ bis zur Wurzel r(i) = ig4.

5
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Wir veranschlagen Kosten d + 1 fiir diese Operation, also 1 fiir jeden Knoten 5 auf dem Weg.

Die Rechenzeit fiir alle m finds zusammen ist dann O (Summe aller ,, Kosten").

Fiir die Kostenanalyse benutzen wir die sogenannte Bankkontomethode, in einer anschaulichen
Form.

Ein Knoten in Ranggruppe G bekommt F'(k)<€ Taschengeld, in dem Moment, in dem er aufhort,
Reprasentant/Baumwurzel zu sein, sein Rang also endgiiltig feststeht.

In G, sind Knoten mit Rangen F'(k — 1) 4+ 1,..., F (k). Nach Fakt 3 gilt:
< n n n n n
Gl < o F(k—1)+1 ™ o F(k—1)+2 Tt

5 F (k) < oF(k—1) Fk)

Also bekommen alle Knoten in G} zusammen hdchstens n€, und in allen hochstens log™ n
Ranggruppen zusammen werden nicht mehr als n log™ n € als Taschengeld ausgezahlt.

Dies ist ein entscheidender Punkt in der Analyse: Die Ranggruppen sind sehr klein, daher kann man
sich ein groBziigiges Taschengeld leisten.
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Weiter legen wir m (2 + log™ n) € in einer ,Gemeinschaftskasse" bereit.

Ziel: Wir wollen zeigen, dass das Taschengeld und das Geld in der Gemeinschaftskasse zusammen
ausreichen, um die Kosten aller m find-Operationen zu bestreiten.

Wir betrachten eine find(7)-Operation. Jeder Knoten j auf dem Weg verursacht Kosten 1.
Ranggruppe:

B
b

Es gibt drei Falle.
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Ranggruppe'

11
1)
9)

(i) j ist Wurzel oder ist der vorletzte Knoten auf dem Weg von ¢ nach (%)
Die Kosten von 5 bestreiten wir aus der Gemeinschaftskasse.

Dieser Fall kostet maximal 2 € fiir die find(7)-Operation.
Ab hier: 7 ist nicht Wurzel oder vorletzter Knoten.

GK (i)
GK (i)
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Ranggruppe'

B

) GK (ii)
GK (ii)
) GK (ii)

(ii) rank(j) = O oder p(j) ist in einer hoheren Ranggruppe als j.
Es gibt héchstens log™ n viele solche j's, weil Range entlang des Weges strikt wachsen (Fakt 1).
Kosten dieser 7 sind < log™ n €, werden aus Gemeinschaftskasse bezahlt.
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Ranggruppe:

2
) TG (iii)

2
(i) 1

(iii) p(7) ist in derselben Ranggruppe wie j.
In diesem Fall muss 7 mit 1€ aus seinem Taschengeld bezahlen.
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Nun wird abgerechnet:

(A) Die Gesamtkosten aus Fallen (i) und (ii), summiert liber alle m finds, betragen hochstens
m(2 4+ log™ n); der Inhalt der Gemeinschaftskasse reicht.

(B) Wie steht es mit Fall (iii) und dem Taschengeld?

Wir betrachten nun (Trick!) einen festen Knoten j.

Immer wenn j bezahlen muss, nimmt er an einer Pfadverkiirzung teil. Sein neuer Vorgangerknoten
p'(J) wird seine aktuelle Wurzel (verschieden vom bisherigen Vorginger p(7)).

Wegen Fakt 1 hat der neue Vorginger p’(j) einen héheren Rang als der alte.

Sei G die Ranggruppe von j. In dieser Ranggruppe gibt es nicht mehr als F'(k) verfiigbare
Rang-Werte. Daher andert sich der Vorganger von j weniger als F'(k)-mal, bevor ein Knoten aus
einer hoheren Ranggruppe Vorganger von j wird (und alle spateren Vorganger ebenfalls aus héheren
Ranggruppen kommen).

Also tritt Situation (iii) fiir Knoten j weniger als F'(k)-mal ein. Daher reicht das Taschengeld von
Knoten 5 aus, um fiir diese Situationen zu bezahlen.

Die Gesamtkosten aus Fall (iii), summiert iiber alle j's, betragen also nicht mehr als das gesamte
Taschengeld, also hochstens n log™ n.
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Satz 11.4.4

In der Implementierung der Union-Find-Struktur mit wurzelgerichteten Waldern
und Pfadkompression haben m find-Operationen insgesamt Kosten von maximal
(2 + m + n)log™ n, bendtigen also Rechenzeit O((m + n)log™ n).

Jede einzelne union-Operation bendtigt Zeit O(1).

Bemerkung:

(a) Da fiir real vorkommende n die Zahl log™ n nicht gréBer als 5 ist, wird man in
der Praxis eine Rechenzeit beobachten, die linear in n + m ist.

(b) Implementierungen von Union-Find-Strukturen als wurzelgerichteter Wald mit
Pfadkompression verhalten sich in der Praxis sehr effizient.
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Satz 11.4.1 (Vollversion)

(a) Der Algorithmus von Kruskal in der Implementierung mit Union-Find (Folie 64)
ist korrekt.

(b) Die Rechenzeit des Algorithmus ist O(mlogm) + O(m) + O(nlogn), also
O(mlogn), wenn man die Union-Find-Struktur mit Arrays implementiert.

(c) Die Rechenzeit des Algorithmus ist O(mlogm) + O(mlog™ n), also

O(mlogn), wenn die Union-Find-Struktur mit wurzelgerichteten Baumen
mit Pfadkompression implementiert wird.
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Beweis: (a) haben wir schon gesehen.

(b), (c): Der erste Term O(mlogm) benennt die Kosten fiir das Sortieren. Danach
sind 2m find-Operationen und n — 1 union-Operationen durchzufiihren. Die Zeiten
hierfiir in beiden Implementierungen wurden in den Satzen 11.4.2, 11.4.3, 11.4.4
begriindet. []

Bemerkung
Wenn die Kanten schon sortiert sind oder billig sortiert werden konnen (O(m) Zeit, z. B. mittels
Radixsort, sieche Abschn. 6.7), und G = (V, E) sehr wenige Kanten hat, ergeben sich noch giinstigere
Rechenzeiten:

e Union-Find mit Arrays und Listen liefert Rechenzeit O(m + nlogn): das ist linear, sobald
m = Q(nlogmn) ist, also fiir nicht ganz diinn besetzte Graphen;

e Union-Find mit Pfadkompression liefert Rechenzeit O(m log™ n): fast linear.

Beachte aber: Fiir m = Q(nlogn) bietet der Algorithmus von Jarnik/Prim mit Fibonacci-Heaps
lineare Rechenzeit ohne Annahmen iiber die Sortierkosten.
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