
Kapitel 5

Textalgorithmen

5.4 Der Algorithmus von Boyer und Moore

Der Algorithmus von Boyer und Moore �ndet ein oder alle Vorkommen eines Musters

P = P [1..m] in einem Text S = S[1..n]. Er löst also dieselbe Aufgabe wie der KMP-

Algorithmus. Auh hier gibt es eine Vorverarbeitung des Musters und dann die Suhe

im Text.

Eigentlih handelt es sih dabei niht um einen einzelnen Algorithmus, sondern um

mehrere Varianten. Man kann von Algorithmen �vom Boyer-Moore-Typ� sprehen.

Allen Varianten ist gemeinsam, dass das Muster vorverarbeitet wird, um sogenannte

Shiftwerte zu berehnen. Die Methoden, um zu diesen Shiftwerten zu kommen, sind

aber untershiedlih.

Algorithmen vom Boyer-Moore-Typ werden in der Praxis dem KMP-Algorithmus

vorgezogen, da sie in der Suhphase oft shneller arbeiten als der KMP-Algorithmus.

Das liegt daran, dass oft niht alle Buhstaben von S angesehen werden müssen, dass

also viel weniger als n Buhstabenvergleihe ausgeführt werden. Ein kleiner Nah-

teil, der aber nur in Sonderfällen relevant ist, ist folgender: Wenn das Muster im Text

sehr oft vorkommt (Ω(n)-mal, also mit vielen Überlappungen), dann kann die Laufzeit

Ω(nm) betragen, im Gegensatz zum KMP-Algorithmus (O(n+m) garantiert). Wenn

das Muster niht oder nur einmal vorkommt oder man nur nah dem ersten Vorkom-

men suht, ist die Laufzeit O(n + m). Die Laufzeitanalyse des BM-Algorithmus ist

allerdings komplex; hierfür verweisen wir auf die Literatur [Dan Gus�eld: Algorithms

on Strings, Trees, and Sequenes � Computer Siene and Computational Biology.

Cambridge University Press 1997℄ oder [Volker Heun, Grundlegende Algorithmen, 2.

Aufl., Vieweg, 2003℄.
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5.4.1 Die Grundideen

Algorithmen vom Boyer-Moore-Typ suhen nah Vorkommen des Musters im Text,

indem sie für eine strikt wahsende Folge von Werten i ∈ {m,m+1, . . . , n} testen, ob
das Muster P �an der Stelle i in S vorkommt�, das heiÿt, ob P = S[i−m+ 1..i] gilt.
Hierzu wird das Muster P [1..m] Buhstabe für Buhstabe mit S[i−m+1..i] verglihen.
(Ahtung: Die Stelle i entspriht hier dem letzten Zeihen P [m] des Musters.) Im

Gegensatz zum KMP-Algorithmus läuft man dabei im Muster �von rehts nah links�.

funtion ompare(i) // Vorbedingung: m ≤ i ≤ n

(1) j ← m;

(2) while j ≥ 1 ∧ P[j℄ = S[i−m+ j℄ do j--;

(3) return j.

Abbildung 5.1 Buhstabenvergleih �von rehts nah links� an Stelle i.
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Abbildung 5.2

Buhstabenvergleih an Stelle i von rehts nah links.

Der Rükgabewert ist eine Zahl j, wobei entweder j die erste (von rehts gesehen)

Position in P ist, die niht zur entsprehenden Stelle in S passt, d. h., für die

j ≥ 1 und P [j + 1..m] = S[i−m+ j + 1..i] ∧ P [j] 6= S[i−m+ j]

gilt, oder j = 0 ist. Die Situation j = 0 bedeutet, dass das Muster gefunden worden

ist.

In einem naiven Verfahren würde man diesen Vergleih für jedes i = m,m+ 1, . . . , n
durhführen, d. h., man würde das Muster immer wieder um eine Position nah rehts

vershieben. Die Kernidee der Algorithmen vom Boyer-Moore-Typ ist, aus der Infor-

mation, die man bei der Suhe an der Stelle i gewonnen hat, abzuleiten, dass man

vielleiht einige Positionen, nämlih i + 1, i + 2, . . . , i + s − 1 für ein s ≥ 1, über-
springen kann, weil das Muster an diesen Stellen auf keinen Fall passt. Die nähste

Vergleihsposition ist dann i + s. Dieser Shiftwert s sollte natürlih möglihst groÿ
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sein, aber niht so groÿ, dass man ein Vorkommen des Musters übersieht. Der Shift-

wert hängt von j und dem Muster und eventuell auh von einem Buhstaben in

S[i−m + j..i] ab. Methoden, um zu solhen Shiftwerten zu kommen, werden durh

zwei Ideen geliefert. Die erste Idee ist, einen Buhstaben im Bereih S[i−m+ j..i] zu
benutzen, um die nähste sinnvolle Position zu bestimmen (�bad harater rule� und

�Horspool-Regel�). Die zweite Idee, die den eigentlihen Boyer-Moore-Algorithmus

ausmaht, ist es, nur aufgrund der Position j des ersten Mismath-Buhstabens zu

entsheiden, wohin das Muster vershoben werden kann. Dies wird durh die �good

su�x rule� ausgedrükt. Diese führt zu einer (am Ende tabellierten, nur von P abhän-

gigen) Funktion {0, 1, . . . , m} ∋ j 7→ GS(j), die zu jedem j den benötigten Shiftwert

s liefert. Wie beim KMP-Algorithmus ist zur Berehnung dieser Funktion aus P eine

etwas kni�ige Vorverarbeitung des Musters nötig.

Wir bemerken noh, dass, im Gegensatz zum KMP-Algorithmus, Algorithmen vom

Boyer-Moore-Typ nah dem Übergang zu einer neuen Position i+ s alle Information

aus früheren Runden und Vergleihen vergessen und wieder mit dem naiven Vergleih

�von rehts nah links� beginnen.

5.4.2 Die BC-Regel

Wir beshreiben zunähst die �bad harater rule� (�Shlehte-Buhstaben-Regel�,

BC-Regel), die zur Ermittlung von Shiftwerten dient. Wenn ein Vergleih wie in

Abb. 5.1 mit einem j ∈ {1, . . . , m} endet, dann hat man soeben den Buhstaben

x := S[i−m+ j] gelesen, mit x 6= P [j] (�bad harater�). An Stelle i kann das Muster

also niht vorkommen. Die BC-Regel benutzt nun die Einsiht, dass das Muster in

S nur an Positionen i + s sitzen kann, wo der Buhstabenposition S[i−m + j] eine
Stelle in P gegenübersteht, die gleih x ist. Man betrahtet also zunähst einmal

alle Positionen in P [1..m − 1], die gleih x sind

1

, und wählt davon die maximale,

entsprehend einem möglihst kurzen Shift, damit keine möglihe Position von P

ausgelassen wird. Rehnerish ausgedrükt: Sei

BC(x) := max({0} ∪ {k < m | P [k] = x}),

das ist der gröÿte Index k < m mit P [k] = x, falls x in P [1..m − 1] vorkommt,

und 0, falls x niht vorkommt. Wenn j ≤ BC(x), wählen wir Shiftwert 1. Wenn

j > BC(x), dann kann für i < i′ < i + (j − BC(x)) keinesfalls P = S[i′ −m + 1..i′]
gelten: Weil BC(x) < j + i − i′ < m, haben wir P [j + i − i′] 6= x; andererseits gilt

S[i′ − m + (j + i − i′)] = S[i − m + j] = x. Wenn wir also als nähste zu testende

Position i+ max{1, j − BC(x)} wählen, wird garantiert keine möglihe Position des

Musters ausgelassen. Die Situation ist in Abb. 5.3 veranshauliht.

1

Ein Vorkommen von x an der Stelle P [m] kann man ignorieren. Da P mindestens um 1 nah

rehts geshoben wird, kann der letzte Buhstabe des Musters nah dem Shieben nie unter einem

Buhstaben aus S[i−m+ j..i] stehen. Dies gilt für alle ähnlihen Verfahren, die einen Buhstaben

aus S[i− j + 1..i] betrahten, wie z. B. die Horspool-Regel.
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Abbildung 5.3 BC-Regel: Wir wählen als Shiftweite s = j − BC(x), falls dies positiv ist.

Wenn j ≤ BC(x), hilft die Regel nihts, und wir wählen s = 1.

Die Werte BC(x), x ∈ Σ, lassen sih ganz einfah in Zeit O(m) berehnen. Wir

benutzen dazu ein (assoziatives) Array BC, das für jeden Buhstaben x ∈ Σ eine

Position hat. Es genügt ein Durhlauf durh das Muster von links nah rehts. Man

beobahte, wie durh die Benutzung von BC[P [k]] als Speiherziel mit k = 1, . . . , m−1
die maximale Position k < m mit T [k] = x in BC[x] gespeihert wird, falls x in

P [1..m− 1] vorkommt.

2

funtion buildBCTable(P [1..m])
(1) for x ∈ Σ do BC[x]← 0;
(2) for k from 1 to m do BC[P [k]]← k;

(3) return BC[x : Σ].

Wenn die Buhstaben in P niht das ganze Alphabet Σ ausshöpfen, wird man die

�Fehlbuhstaben�, die in P niht vorkommen, in einem Eintrag der Tabelle BC zu-

sammenfassen: BC[�Fehlbuhstabe�] = 0.

Beispiel : Σ = {a, b, . . . , z} und P [1..11] = abraadabra. Dann ist BC für P durh

die folgende Tabelle gegeben. Man beahte, dass der Eintrag P [11] = a ignoriert wird

und daher BC(a) = 8 ist.

x || a | b |  | d | r | sonstige

BC(x) || 8 | 9 | 5 | 7 |10 | 0

Die einfahe BC-Regel sagt nun: Wenn an der Stelle j ein Mismath auftritt, dann

vershiebe das Muster um s := max{1, j−BC(x)} nah rehts. Dann verfahre wieder

2

Dieser Trik zur Bildung eines Maximums wird uns im Weiteren noh mehrfah begegnen.
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wie in Abb. 5.1. Wenn das Muster an Stelle i gefunden worden ist, vershiebe um

s = 1. � Es ergibt sih der folgende Algorithmus.

Algorithmus 5.4.1 (Boyer-Moore mit einfaher BC-Regel).

Eingabe: P[1..m℄, S[1..n℄ // P: Muster, S: Text

Vorberehnet: BC-Shiftwerte als Tabelle BC[x : Σ] ;
Ausgabe: Menge A ⊆ {1, . . . , n−m+ 1}; initialisiert: A ← ∅;
(1) int i ← m;

(2) while i ≤ n do

(3) j ← m;

(4) while j ≥ 1 ∧ P[j℄ = S[i-m+j℄ do j--;

(5) if j = 0
(6) then A ← A ∪ {i-m+1}; i++;
(7) else i ← i + max(1, j - BC[S[i-m+j℄℄);
(8) return A.

Beispiel : (Blanks zählen als Buhstaben.)

2

S[1..42] = IM HEU- ODER NUDELHAUFEN FINDE ALLE NADELN, P [1..5] = NADEL.

Vorverarbeitung:

x || A | D | E | N | sonstige

BC(x) || 2 | 3 | 4 | 1 | 0

i = 5 Mismath bei j = 5 mit x = E s = 5− BC(E) = 1

i = 6 Mismath bei j = 5 mit x = U s = 5− BC(U) = 5

i = 11 Mismath bei j = 5 mit x = E s = 5− BC(E) = 1

i = 12 Mismath bei j = 5 mit x = R s = 5− BC(R) = 5

i = 17 Mismath bei j = 5 mit x = E s = 5− BC(E) = 1

i = 18 Mismath bei j = 2 mit x = U s = 2− BC(U) = 2

i = 20 Mismath bei j = 5 mit x = A s = 5− BC(A) = 3

i = 23 Mismath bei j = 5 mit x = E s = 5− BC(E) = 1

i = 24 Mismath bei j = 5 mit x = N s = 5− BC(N) = 4

i = 28 Mismath bei j = 5 mit x = N s = 5− BC(N) = 4

i = 32 Mismath bei j = 5 mit x = A s = 5− BC(A) = 3

i = 35 Mismath bei j = 5 mit x = E s = 5− BC(E) = 1

i = 36 Mismath bei j = 5 mit x =  s = 5− BC( ) = 5

i = 41 Muster gefunden, j = 0 s = 1

i = 42 Mismath bei j = 5 mit x = N s = 5− BC(N) = 4

i = 46 Stop.

2

Zum Ausprobieren: https://people.ok.ub.a/yluet/DS/BoyerMoore.html .

Aber Ahtung: Die App behandelt mit BC(L) = 5 den letzten Buhstaben �L� des Musters anders

(ungeshikter) als unser Algorithmus.
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Es werden 22 Buhstabenvergleihe ausgeführt. Das ist wenig im Vergleih zur Länge

des betrahteten Textes (42), besonders wenn man bedenkt, dass allein für das Finden

des Musters shon fünf (erfolgreihe) Vergleihe nötig sind.

Niht in allen Situationen sind die möglihen weiten Sprungweiten so hilfreih: Betrahte

S[1..13] = abababababa, P [1..4] = aba.

Vorverarbeitung:

x || a | b |  | sonstige

BC(x) || 2 | 3 | 1 | 0

i = 4 Mismath bei j = 4 mit x = b s = 4− BC(b) = 1.

i = 5 Mismath bei j = 1 mit x = b s = max{1, 1 − BC(b)
︸ ︷︷ ︸

=−2

} = 1.

i = 6 Mismath bei j = 4 mit x = b s = 4− BC(b) = 1.

i = 7 Mismath bei j = 4 mit x =  s = 4− BC() = 3.

i = 10 Muster gefunden, j = 0 s = 1.

i = 11 Mismath bei j = 4 mit x = b s = 4− BC(b) = 1.

i = 12 Mismath bei j = 1 mit x = b s = max{1, 1 − BC(b)} = 1.

i = 13 Mismath bei j = 4 mit x =  s = 4− BC() = 3.

i = 16 Stop.

Ablauf von Algorithmus 5.4.1 als Shema: � � bezeihnet �erfolgreiher Ver-

gleih�, � � bedeutet �Mismath�. Die unterstrihenen Buhstaben sind die-

jenigen, die von der BC-Regel unter die passenden Textbuhstaben ge-

setzt werden. Positionen ohne unterstrihene Buhstaben kommen durh

einen Shiftwert von 1 zustande, wenn die BC-Regel niht anwendbar ist.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

a b a b a b  a b a b a  − − −

4  a

b

a

5  a b a

6  a

b

a

7  a
b

a

10  a b a

11  a

b

a

12  a b a

13  a

b

a

16 Stop.



a

b

a

Bei Textlänge 13 gibt es 17 Vergleihe, davon 7 erfolglose (�Mismathes�) und 10 er-

folgreihe. Ein Buhstabe des Textes (S[1]) wird niht gelesen, andererseits wird S[10]
zweimal erfolgreih verglihen. Bei gröÿeren Mustern und Texten kann dies natürlih

auh noh häu�ger auftreten.

Die einfahe BC-Regel wirkt niht, wenn j < BC(x) ist, wenn also x rehts von

der Mismath-Stelle j in P vorkommt, oder nah dem Finden des Musters. Man
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shiebt dann nur um einen Buhstaben. (Im letzten Beispiel ist bei Positionen i = 5

und i = 12 der Wert j zu klein; bei i = 10 wurde das Muster gefunden.) Dies kann bei

kleinen Alphabeten eher vorkommen als bei groÿen. Besonders ungünstig sind hier

zum Beispiel das binäre Alphabet {0, 1} und vierelementige Alphabete wie {A, C, G, T}.
Wir betrahten nun Methoden, die diesem Problem ausweihen.

Variante 1: Anstelle des �Mismath-Buhstabens� x = S[i −m + j] betrahtet man

y = S[i] und shiebt das Muster um s = m − BC(y) Positionen nah rehts. (Der

Buhstabe S[i] ist natürlih niht unbedingt ein �bad harater�.) Dadurh erhält

man immer eine positive Vershiebung aus der BC-Regel, und das am weitesten rehts

stehende y in P [1..m−1] kommt an die Position von y = S[i]. Es ergibt sih folgender

Algorithmus, der 1980 von Horspool

4

vorgeshlagen wurde:

Algorithmus 5.4.2 (Boyer-Moore: Horspool-Variante).

Eingabe: P[1..m℄, S[1..n℄ // P: Muster, S: Text

Vorberehnet: BC-Shiftwerte als Tabelle BC[x : Σ] ;
Ausgabe: Menge A ⊆ {1, . . . , n−m+ 1}; initialisiert: A ← ∅;
(1) int i ← m;

(2) while i ≤ n do

(3) j ← m;

(4) while j ≥ 1 ∧ P[j℄ = S[i-m+j℄ do j--;

(5) if j = 0 then A ← A ∪ {i-m+1};
(6) i ← i + m - BC[S[i℄℄; // nur hier Untershied zu Algorithmus 5.4.1

(7) return A.

Ablauf von Algorithmus 5.4.2 als Shema. � � bezeihnet �erfolgreiher Vergleih�,

� � bedeutet �Mismath�. Die unterstrihenen Buhstaben sind diejenigen, die von der

Horspool-Regel unter die passenden Textbuhstaben gesetzt werden.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

a b a b a b  a b a b a  −

4  a

b

a

5  a b a

7 

a

b

a

10  a b a

12  a b a

14 Stop. 

a

b

a

Hier gibt es nur 5 Mismathes und 10 erfolgreihe Vergleihe. Textpositionen S[1], S[6],
S[13] werden niht gelesen; Textposition S[10] wird zweimal erfolgreih verglihen.

Man vergleihe die Abläufe der beiden Algorithmen und beahte, dass sih BM mit

BC-Regel und BM-Horspool an der Stelle i gleih verhalten, wenn ein Mismath bei

j = m auftritt. Wenn der Mismath bei j < m passiert oder wenn das Muster gefun-

den worden ist, shiebt BM-Horspool immer um denselben Wert s = m− BC(P [m])

4

R. Nigel Horspool, british-kanadisher Informatiker.
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weiter. (Im Beispiel ist dies 2.)

Die einfahe BC-Regel, insbesondere die Horspool-Variante, hat den Vorteil, sehr

einfah anwendbar und sehr e�zient zu sein. Es wird ihr nahgesagt, dass sie alleine

(ohne die noh folgenden komplexeren Teile des BM-Algorithmus!) zu sehr shnellen

Suhzeiten in natürlihsprahigen Texten führt. Allgemein wirkt die Regel umso bes-

ser, je gröÿer das Alphabet ist. Wenn dann in ompare (Abb. 5.1) shon früh, also

für groÿe j, ein Mismath mit einem solhen Buhstaben auftritt, kann das Muster

ohne groÿe Kosten auf einen Shlag sehr weit geshoben werden.

Bemerkung. Wenn die Buhstabenverteilung zufällig ist, dann tritt typisherweise

früh ein Mismath ein: An einer Position i erwarten wir nur konstant viele Buhstaben-

vergleihe. Wenn zudem das Alphabet groÿ ist, dann ist die erwartete Shiftweite groÿ,

nämlih Θ(min{m, |Σ|}). Daraus ergibt sih eine erwartete Rehenzeit für die Textsu-

he von O(n/min{m, |Σ|}). Wir skizzieren eine heuristishe Rehnung, die dies belegt.

Nehmen wir an, das Alphabet Σ habe Gröÿe σ und Text S[1..n] und Muster P [1..m]
sind rein zufällig gewählt, d. h., an jeder Stelle steht jeder Buhstabe mit derselben

Wahrsheinlihkeit 1/σ, und die Positionen sind unabhängig.

3

Nehmen wir zur Vereinfahung weiter an, dass die Buhstaben im Text nah jeder

Vershiebung des Musters aufs Neue zufällig bestimmt werden, so dass wir uns um

Abhängigkeiten bei überlappenden Musterpositionen niht kümmen müssen. Übung:

(i) Dann ist die erwartete Anzahl von Buhstabenvergleihen an Stelle i genau σ
σ−1 (1−

(1/σ)m), ein Wert in (1, 2), also Θ(1). (ii) Die erwartete Shiftdistanz ist σ(1 − (1 −
1/σ)m). Für m > σ

2 führt dies zur Abshätzung σ(1 − (1 − 1/σ)σ/2) = O(σ). Die
Shiftdistanz ist nie gröÿer als m. (iii) Insgesamt ist damit die erwartete Anzahl von

Buhstabenvergleihen in O(n/min{m,σ}).

Variante 2: Eine gewisse Verbesserung kann man auh durh Verwendung der star-

ken Version der BC-Regel erreihen. Wenn j < BC(x) ist, wäre es wünshenswert,
das erste Vorkommen von x in P strikt links von Position j zu �nden. Dazu sei

BC

′(x, j) der gröÿte Index k < j mit P [k] = x (dabei sei BC

′(x, j) = 0, falls x in

P [1..j−1] niht vorkommt). Dann können wir Shiftwert s = j−BC′(x, j) ≥ 1 wählen.

Man kann die BC

′
-Funktion auf naive Weise bereitstellen: mit Θ(m|Σ|) Speiherplatz

und Vorbereitungszeit. Dann kostet jeder Zugri� O(1) Zeit. Allerdings möhte man

besonders für gröÿere Alphabete keinen solhen Aufwand treiben. Ein guter Kom-

promiss ist folgender: Man legt für jeden Buhstaben x ∈ Σ eine lineare Liste Lx

an, in der die Elemente der Menge {k | 1 ≤ k < m,P [k] = x} ∪ {0} in fallender

Reihenfolge aufgeführt sind. (Diese Vorverarbeitung kann in Zeit O(m) durhgeführt
werden. Auh der Platzbedarf ist O(m); wenn m viel kleiner als |Σ| ist, kann man

eine Hashtabelle o. ä. benutzen, um viele leere Listen zu vermeiden.)

Beispiel : Für P [1..14] = araratararatar ist L
a

= (13, 11, 9, 7, 5, 3, 1, 0), L
r

=
(10, 8, 4, 2, 0), L

t

= (12, 6, 0) und L
sonst

= (0) bzw. die Konvention, dass Buhstaben,
die niht in P vorkommen, stets den Wert 0 liefern.

3

Vorsiht: Diese Annahme tri�t in in wirklihen Anwendungen niht zu. Aber sie zeigt das Ein-

sparpotenzial des BM-Horspool-Algorithmus auf.



(4. März 2020, 09:19 Uhr) 9

Mit Hilfe dieser Listen lässt sih für jedes x und j der Wert BC

′(x, j) in Zeit O(m−j)
berehnen: Man liest Liste Lx bis zum ersten Eintrag, der kleiner als j ist. Da Zeit

Ω(m − j) auh für den Durhlauf der Shleife in der Funktion ompare (Abb. 5.1)

benötigt wird, bis Position j erreiht ist, erhöht sih der Zeitbedarf höhstens um

einen konstanten Faktor gegenüber dem, was bei der Benutzung einer kompletten

Tabelle für BC

′
nötig ist.

Trotz aller Erfolge und Vorteile der vershiedenen BC-Regeln ist doh festzuhalten,

dass sie im shlehtesten Fall alle zu einer sehr shlehten Rehenzeit führen können,

wie die folgende Übungsaufgabe zeigt.

Übung: Zeigen Sie, dass die Boyer-Moore-Varianten mit der BC-Regel, der Horspool-

Regel und auh der BC

′
-Regel auf der Eingabe (P, T ) mit P = P [1..m] = ba

m−1
und

S = S[1..n] = a

n−m
ba

m−1 (n − m + 1)m Buhstabenvergleihe durhführen. (Der

Grund ist bei allen drei Varianten, dass für eine Position i immer alle Buhstaben

des Musters angesehen werden und dass die Shiftweite jeweils nur 1 beträgt.)

5.4.3 Die GS-Regel

Die eigentlihe Idee des von Boyer und Moore vorgeshlagenen Algorithmus ist die

�good su�x rule� (�Gute-Su�x-Regel�, GS-Regel). Dabei geht es darum, gewisse

Shiftweiten für das Muster dadurh auszushlieÿen, dass die bereits erfolgreih ver-

glihenen Buhstaben P [j + 1..m] betrahtet werden sowie für j ≥ 1 die Tatsahe

eines Mismathes an dieser Stelle. Von den verbleibenden �zulässigen� Shiftweiten

wird dann die kleinste gewählt, damit keine möglihe Position ausgelassen wird. Erst

die GS-Regel führt zu garantierter Suhzeit O(n). Die Überlegungen zu dieser Regel

liefern eine Funktion GS : {0, . . . , m} ∋ j 7→ GS(j) ∈ {1, . . . , m}, die für die Anwen-
dung im Algorithmus tabelliert wird. Dann wird im Algorithmus nah dem Testen

an Stelle i mit erster Mismath-Stelle j zur neuen Position i+GS(j) gesprungen. Die
De�nition der Funktion GS erfordert einige Überlegung, die Berehnung der Tabelle

in Linearzeit weitere Mühe.

Sei 0 ≤ j ≤ m, und sei j die Zahl, die vom Aufruf ompare(i) (s. Abb. 5.1) geliefert
wird. Wenn 1 ≤ j ≤ m, dann handelt es sih um eine Mismath-Stelle, bei j = 0
wurde soeben das Muster gefunden. Sei 1 ≤ s ≤ m. Wir überlegen, ob es sinnvoll

sein kann, das Muster um s Stellen nah rehts zu shieben. Es gibt zwei Fälle.

1. Fall: s < j (�kleiner Shift�).

Wir wissen nah dem Ergebnis von ompare(i): P [j + 1..m] = S[i − m + j + 1..i]
und P [j] 6= S[i −m + j]. Wenn nah Vershieben um s Stellen nah rehts (an die

Position i + s) das Muster �passt�, also P [1..m] = S[i + s −m + 1..i + s] gilt, dann
muss P [j − s+ 1..m− s] = S[i−m+ j + 1..i] und P [j − s] = S[i−m+ j] gelten (s.
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Abbildung 5.4 GS-Regel, 1. Fall: �kleiner Shift�. Gleihheiten und Ungleihheiten zwishen

Positionen des Musters und des Textes, falls ein Shift von s < j zu einer Position i + s im

Text führt, an der das Muster vorkommt.

Abb. 5.4). Es folgt:

P [j + 1..m] = P [j − s+ 1..m− s] und P [j] 6= P [j − s]. (5.1)
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Abbildung 5.5 GS-Regel, 2. Fall: �groÿer Shift�. Gleihheiten und Ungleihheiten zwishen

Positionen des Musters und des Textes, falls ein Shift von s ≥ j zu einer Position i + s im

Text führt, an der das Muster vorkommt.

2. Fall: j ≤ s ≤ m (�groÿer Shift�).

(Hier ist der Fall j = 0 eingeshlossen, was bedeutet, dass das Muster an Stelle i

gefunden worden ist.) Nah dem Ergebnis von ompare(i) wissen wir: P [j+1..m] =
S[i − m + j + 1..i], also insbesondere P [s + 1..m] = S[i − m + s + 1..i]. Bei einer
Vershiebung um s steht das Muster P komplett rehts von der Stelle j, der niht

passende Buhstabe spielt also keine Rolle. Aus S[i+ s−m+1..i+ s] = P [1..m] folgt
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S[i+ s−m+ 1..i] = P [1..m− s], also (s. Abb. 5.5):

P [s+ 1..m] = P [1..m− s] (d. h.: P [1..m− s] ist Rand von P ). (5.2)

Bemerkungen: (a) Bedingungen (5.1) und (5.2) betre�en das Su�x P [j..m] bzw.
das Su�x P [s+ 1..m] von P , was zu dem Namen �good su�x rule� führt.

(b) Manhmal untersheidet man �shwahe GS-Regel� (ohne die Bedingung �P [j] 6=
P [j − s]� in (5.1)) und �starke GS-Regel� (mit dieser Bedingung). Es stellt sih her-

aus, dass die Mismath-Bedingung für die lineare Laufzeit entsheidend ist, daher

betrahten wir nur die starke Version.

De�nition 5.4.3. Sei P [1..m] das Muster und 0 ≤ j ≤ m. Eine Zahl s, 1 ≤ s ≤ m,

heiÿt zulässige Shiftweite für j, wenn 1 ≤ s < j und (5.1) oder j ≤ s ≤ m und

(5.2) gilt.

Wegen P [m+ 1..m] = ε = P [1..0] ist die Shiftweite s = m immer zulässig.

De�nition 5.4.4. GS(j) := min{s | s ist zulässige Shiftweite für j} heiÿt der
GS-Shiftwert für j.

Beispiel : P [1..14] = araratararatar.

j 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|

GS(j) 6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6 |12|12|12|12|12| 4 |14| 1 |

Die Werte 6 für j = 0, . . . , 6 in dieser Tabelle rühren daher, dass der längste Rand von

P [1..14] das Teilwort araratar (mit Länge 8 = 14 − 6) ist. Es ist eine gute Übung,

auh die anderen Werte anhand der De�nition zu überprüfen. Insbesondere der Wert

GS(13) = 14 ist interessant. Er bedeutet, dass im Fall S[i] = r und S[i − 1] 6= a das

Muster um 14 Positionen weitergeshoben werden kann. Tatsählih: Links von jedem

Vorkommen von r im Muster steht ein a, so dass es keine Möglihkeit gibt, dass Position

S[i] in einem Vorkommen des Musters enthalten ist.

Aus den bisherigen Überlegungen folgt: Wenn wir nah einer Runde für i, die entweder

mit einem Mismath P [j] 6= S[i − m + j] für j ≥ 1 oder mit einem Auf�nden des

Musters (j = 0) geendet hat, den nähsten Versuh an Position i := i+GS(j) starten,
so wird hierdurh kein Vorkommen des Musters P in S übersehen. Nun können wir den

Boyer-Moore-Algorithmus formulieren. Wir tun dies zunähst in der ursprünglihen

Version.
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Algorithmus 5.4.5 (Boyer-Moore).

BM-Textsuhe(S[1..n℄,P[1..m℄)

Eingabe: P[1..m℄, S[1..n℄ // P: Muster, S: Text

Vorberehnet: GS[0..m℄: GS-Regel-Shiftwerte als Tabelle;

Ausgabe: Menge A ⊆ {1, . . . , n−m+ 1}; initialisiert: A ← ∅;
(1) int i ← m;

(2) while i ≤ n do

(3) j ← m;

(4) while j ≥ 1 ∧ P[j℄ = S[i-m+j℄ do j--;

(5) if j = 0 then A ← A ∪ {i-m+1};
(6) i ← i + GS[j℄;

(7) return A.

Man bewundere die Einfahheit dieses Algorithmus. (Das Geheimnis liegt natürlih

in der GS-Funktion.) Wir können den Algorithmus noh erweitern, indem wir auh

die BC-Regel in der einen oder anderen Form berüksihtigen.

Algorithmus 5.4.6 (Boyer-Moore mit BC(

′
)-Regel).

BM+BC-Textsuhe(S[1..n℄,P[1..m℄)

Eingabe: P[1..m℄, S[1..n℄ // P: Muster, S: Text

Vorberehnet: GS[0..m℄: GS-Regel-Werte als Tabelle;

Datenstruktur für (BC(x) oder) BC′(x, j), x ∈ Σ, 1 ≤ j ≤ m;

Ausgabe: Menge A ⊆ {1, . . . , n−m+ 1}; initialisiert: A ← ∅;
(1) int i ← m;

(2) while i ≤ n do

(3) j ← m;

(4) while j ≥ 1 ∧ P[j℄ = S[i-m+j℄ do j--;

(5) if j = 0 then A ← A ∪ {i-m+1};
(6) s ← GS[j℄;

(7) if j ≥ 2 then s ← max(s,j-BC

′
[S[i-m+j℄,j℄);

(8) i ← i+s;

(9) return A.

Der folgende Satz zum Berehnungsaufwand wird hier niht bewiesen. Für Interes-

sierte �ndet sih der Beweis im Buh von V. Heun oder dem von D. Gus�eld.

Satz 5.4.7. Algorithmus 5.4.5 führt maximal 4n Buhstabenvergleihe durh und hat

Laufzeit O(n), wenn das Muster niht im Text vorkommt.

Es ist eine typishe Subtilität im Verhalten dieser Algorithmen vom Boyer-Moore-

Typus und eine groÿe Shwierigkeit in der Zeitanalyse, dass niht ohne Weiteres

gesagt ist, dass die Anzahl der Vergleihe in Algorithmus 5.4.6 geringer ist als die

in Algorithmus 5.4.5. (Wieso? Der Grund ist, dass durh die BC-Shifts ganz andere

i-Werte erreiht werden können als im gewöhnlihen Ablauf ohne BC-Shifts. Was

dies dann auf die Laufzeit für Auswirkungen hat, ist shwierig zu sehen.) Man kann
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aber auh im Fall des BM-Algorithmus mit BC-Shifts lineare Laufzeit beweisen, falls

das Muster niht vorkommt. Daraus folgt auh lineare Laufzeit, wenn man nur das

erste Vorkommen des Musters �nden will. Wenn man alle Vorkommen �nden will

und dennoh lineare Laufzeit garantiert sein soll, muss man den Algorithmus etwas

modi�zieren (�Galil-Modi�kation�, siehe das shon erwähnte Buh von Gus�eld).

Was ist noh zu tun? Wir müssen einen Linearzeit-Algorithmus für die Berehnung

der GS-Regel-Shiftwerte angeben. Dies erfordert zusätzlihen (mentalen und Rehen-)

Aufwand, und einen eigenen Abshnitt.

WS 2019/20: Ende des prüfungsrelevanten Teils.
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5.4.4 Vorbearbeitung des Musters für den BM-Algorithmus

Die Ermittlung der Shiftwerte GS(j) für die GS-Regel erfordert mehrere Shritte. Der

erste und zentrale Shritt ist die Berehnung der sogenannten Prä�xwerte oder Z-

Werte eines Wortes T = T [1..n]. Diese Werte liefern auh für andere Anwendungen

nützlihe Strukturinformation über T . Dazu gespiegelt de�nieren wir Su�xwerte.

Wenn die Su�xwerte des Musters vorliegen, lassen sih die Shiftwerte reht einfah

ermitteln.

5.4.4.1 Die Prä�xwerte eines Wortes

De�nition 5.4.8. Sei T [1..n] ein Wort. Für 2 ≤ i ≤ n de�nieren wir den Z-Blok

an Stelle i als das längste Prä�x T [i..i + z − 1] von T [i..n], das auh Prä�x von T

(also gleih T [1..z]) ist. Die Länge z dieses Z-Bloks nennen wir Zi.

i | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|15|16

T [i]| a | r | a | b | a | r | a | b | a | r | a | r | t | a | r | a

2 | |
a

| | | | | | | | | | | | | |

3 | | | a | r | | | | | | | | | | | |

4 | | | |
a

| | | | | | | | | | | |

5 | | | | | a | r | a | b | a | r | a |

b

| | | |

6 | | | | | | a | | | | | | | | | |

7 | | | | | | | a |
r

| | | | | | | |

8 | | | | | | | | a | | | | | | | |

9 | | | | | | | | | a | r | a |

b

| | | |

10 | | | | | | | | | | a | | | | | |

11 | | | | | | | | | | | a | r |
a

| | |

12 | | | | | | | | | | | | a | | | |

13 | | | | | | | | | | | | | a | | |

14 | | | | | | | | | | | | | | a | r | a

15 | | | | | | | | | | | | | | | a |

16 | | | | | | | | | | | | | | | | a

Zi |− | 0 | 1 | 0 | 7 | 0 | 1 | 0 | 3 | 0 | 2 | 0 | 0 | 3 | 0 | 1

Abbildung 5.6 Z-Blöke und Prä�xwerte Zi für T [1..16] = arabarabarartara ( . . .

bedeutet Übereinstimmung mit einem Prä�x von T , bedeutet Mismath).

Beahte: Wenn i+Zi−1 < n, dann folgt auf den Z-Blok T [i..i+Zi−1] ein Buhstabe
T [i+ Zi] 6= T [1 + Zi]. Wenn i+ Zi − 1 = n, dann reiht der Blok an Stelle i bis ans

Ende des Wortes, das heiÿt, dass dieser Blok ein Rand von T ist. Der Z-Blok an

Stelle i hat Länge 0 genau dann, wenn T [i] 6= T [1] gilt.
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Beispiel : Abbildung 5.6 stellt die Z-Blöke für T [1..16] = arabarabarartara dar und

gibt alle Prä�xwerte an. Man erkennt, dass auf Z-Blöke im Inneren des Wortes ein

Mismath-Buhstabe folgt, auf Z-Blöke am Ende des Wortes niht � sie sind Ränder

von T . Man sieht auh, dass es für Z-Blöke keine Shahtelungsregeln gibt. Jedoh

kann man beobahten, dass die Blöke für i = 2, . . . , 7 im Abshnitt T [1..7] dasselbe
Muster bilden wie die Blöke für i = 6, . . . , 11 innerhalb des Z-Bloks T [5..11].

Wir wollen die Prä�xwerte Z2, . . . , Zn berehnen. Natürlih geht das ganz einfah in

Zeit O(n+Z2 + · · ·+Zn), indem man T [i..n] mit T [1..n− i+ 1] vergleiht, buhsta-
benweise von links nah rehts, für jedes i = 2, . . . , n. Wenn wir mit Rehenzeit O(n)
auskommen wollen, müssen wir leverer vorgehen. Aber auh dann ist das �lineare

Durhmustern� (linear san) nötig und hilfreih. Wir formulieren eine entsprehende

Prozedur san. Gegeben sind u und v mit 1 ≤ u < v ≤ n+1. Die Werte T [u+z] und
T [v + z] werden verglihen, für z = 0, 1, 2, . . . , bis entweder ein �Mismath� auftritt

(T [u+ z] 6= T [v + z]) oder das Wortende erreiht ist (mit v + z = n + 1). In beiden

Fällen registrieren wir z. O�enbar ist dann z die gröÿte Zahl in {0, 1 . . . , n− v + 1}
mit T [u..u+ z− 1] = T [v..v+ z− 1]. Man beahte den Spezialfall z = 0, der auftritt,
wenn v ≤ n und T [u] 6= T [v] oder wenn v = n + 1. Der Mehanismus ist in der in

Abb. 5.7 angegebenen Prozedur san zusammengefasst.

6

funtion san(u, v) // Vorbedingung: 1 ≤ u < v ≤ n+ 1
(1) z ← 0;
(2) while v+z ≤ n ∧ T[u+z℄ = T[v+z℄ do z++;

(3) return z.

Abbildung 5.7 Direkter Buhstabenvergleih �von links nah rehts� ab Stellen u und v mit

1 ≤ u < v ≤ n+ 1.

Unser Algorithmus berehnet die Werte Zi naheinander, in Runden i = 2, . . . , n.
Zur Verbesserung der E�zienz wollen wir erreihen, dass jeder Buhstabe von T [2..n]
höhstens einmal �erfolgreih verglihen� wird, das heiÿt, als zugehörig zu einem Z-

Blok erkannt wird. In Abb. 5.8 wird der Ablauf veranshauliht.

Wir betrahten Runde i, und nehmen an, dass Z2, . . . , Zi−1 shon vorliegen. Weiter

benötigen wir

r := ri−1 := max({l + Zl − 1 | 2 ≤ l < i, Zl > 0} ∪ {0}), für i = 1, . . . , n,

den maximalen Endpunkt eines nihtleeren Z-Bloks, der strikt links von Position i

beginnt. Wenn es keinen solhen Z-Blok gibt, setzen wir (künstlih) r = ri−1 = 0.
(Insbesondere ist r1 = 0.) Wenn r ≥ 2 gilt, dann soll l = li−1 < i Startpunkt eines

6

Wenn man dies tatsählih programmiert, wird man zur Beshleunigung folgenden Standardtrik

verwenden: Der Text T steht in einem Array der Länge mindestens n + 1, an Position n + 1 steht

als �Stopper� (�sentinel �) ein Buhstabe, der in T [1..n] niht vorkommt. Damit entfällt der Test auf

das Erreihen des Arrayendes, und Zeile (2) reduziert sih zu while T[u+z℄ = T[v+z℄ do z++;
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Bloks mit Endpunkt r sein. (Der Algorithmus arbeitet immer mit dem gröÿten solhen

l � das ist aber niht wesentlih.

i | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|15|16| Fall

T [i]| a | r | a | b | a | r | a | b | a | r | a | r | t | a | r | a |

2 | | a | | | | | | | | | | | | | | | 1

3 | | | a | r | | | | | | | | | | | | | 1

4 | | | | a | | | | | | | | | | | | | 1

5 | | | | | a | r | a | b | a | r | a |

b

| | | | | 1

6 | | | | | | a | | | | | | | | | | | 2a

7 | | | | | | | a |
r

| | | | | | | | | 2a

8 | | | | | | | | a | | | | | | | | | 2a

9 | | | | | | | | | a | r | a |

b

| | | | | 2b

10 | | | | | | | | | |
a

| | | | | | | 2a

11 | | | | | | | | | | | a | r |
a

| | | | 2b

12 | | | | | | | | | | | |
a

| | | | | 2a

13 | | | | | | | | | | | | | a | | | | 1

14 | | | | | | | | | | | | | | a | r | a | 1

15 | | | | | | | | | | | | | | | a | | 2a

16 | | | | | | | | | | | | | | | | a | 2b

Zi |− | 0 | 1 | 0 | 7 | 0 | 1 | 0 | 3 | 0 | 2 | 0 | 0 | 3 | 0 | 1 |

ri | 0 | 0 | 3 | 3 |11|11|11|11|11|11|12|12|12|16|16|16|

li |− |− | 3 | 3 | 5 | 5 | 5 | 5 | 9 | 9 |11|11|11|14|14|16|

Abbildung 5.8 Berehnung der Z-Blöke und Prä�xwerte Zi für T [1..16] =
arabarabarartara durh Algorithmus 5.4.9. Dargestellt sind: Prä�xwerte Zi, Hilfszahlen

ri und li, Nummern der Fälle im Algorithmus. ( . . . bedeutet erfolgreihe Buhstaben-

vergleihe in san, bedeutet Mismath in san, . . . bedeutet im Fall 2 abgeleitete

Übereinstimmung, bedeutet im Fall 2 abgeleitete Mismathposition.)

Fall 1: r < i.

Das bedeutet: Keine Position in T [i..n] ist in einem bisher bekannten Z-Blok enthalten,

d. h., diese Z-Blöke enthalten keine Information über den Bereih T [i..n]. Eventuell ist
Stelle T [i] shon einmal oder mehrmals getestet worden, aber es handelte sih dann nur

um Mismath-Ergebnisse. Durh die Festlegung r1 = 0 wird erreiht, dass für die erste

Runde, i = 2, dieser Fall eintritt.

In diesem Fall �nden wir den Z-Blok an Stelle i durh eine direkte Durhmusterung,

nämlih durh einen Aufruf z := san(1, i). Dann ist T [i..i + z − 1] der Z-Blok an

Stelle i, und es gilt Zi = z.

Die Aktualisierung von r und l in Vorbereitung für die nähste Runde i+ 1 ist auh

einfah: Wenn Zi = 0, ist der neu gefundene Z-Blok leer, und wir behalten die alten
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Werte r und l bei. (In Abb. 5.8 ist dies für i = 2, 4, 13 der Fall.) Wenn Zi > 0, ist
T [i..i + Zi − 1] der Z-Blok mit Startpunkt < i + 1, der am weitesten nah rehts

reiht, und wir setzen r := ri := i+ Zi − 1 und l := li := i. (In Abb. 5.6 geshieht dies

für i = 3, 5, 14.)

Fall 2: r ≥ i.

Das bedeutet: Position i ist im shon bekannten nihtleeren Z-Blok T [l..r] enthalten.
Wir benutzen dies, um bei der Ermittlung des Z-Bloks an Stelle i Buhstabenvergleihe
einzusparen.

Wir haben l < i ≤ r. Da T [l..r] ein nihtleerer Z-Blok ist, gilt T [l..r] = T [1..r−l+1].
Uns interessieren in T [l..r] nur Positionen von i ab nah rehts, daher de�nieren wir

j := i− l + 1 (dann ist 2 ≤ j < i) und halten fest:

T [i..r] = T [j..r − l + 1]. (5.3)

Wir verfolgen nun (in Gedanken, niht algorithmish) T [i + z], T [j + z], T [1 + z],
für z = 0, 1, 2, . . . , bis entweder ein z ≥ Zj erreiht wird (dann kann man Zi direkt

ablesen, ohne einen einzigen Buhstabenvergleih) oder i + z den Wert r erreiht

und (5.3) niht mehr weiterhilft (dann muss man weitere Buhstaben vergleihen).

Es ergeben sih zwei Fälle.

Fall 2a: Zj ≤ r − i.

Dann gilt j +Zj ≤ (i− l+ 1) + (r− i) = r− l+ 1. Damit liegt der Z-Blok an Stelle

j inklusive seiner Mismath-Stelle j +Zj vollständig im Teilwort T [j..r− l+1]. Weil

dieses nah (5.3) mit T [i..r] identish ist, gilt T [j..j + Zj ] = T [i..i + Zj]. Also haben

wir T [i..i+Zj−1] = T [j..j+Zj−1] = T [1..Zj] und T [i+Zj] = T [j+Zj] 6= T [1+Zj].
Daraus folgt Zi = Zj , und wir haben Zi ohne weiteren Buhstabenvergleih ermittelt.

Die Werte r und l werden beibehalten, weil (o�ensihtlih) das rehte Ende des Bloks

an Stelle i bei i+ Zi − 1 = i+ Zj − 1 ≤ i+ (r − i)− 1 < r liegt.

Im Beispiel in Abb. 5.8 tritt Fall 2a mit Zi = 0 für i = 6, 7, 8, 10, 12, 15 ein. Für i = 7
haben wir r = r6 = 11 und l = l6 = 5, also T [l..r] = T [5..11] = arabara, der Wert j ist
7− l+ 1 = 3 mit Z3 = 1 < 5 = r− 7 + 1 und wir haben T [7..8] = T [3..4] (= ab). Ohne
T [1..2] anzusehen, können wir shlieÿen, dass Z7 = Z3 (= 1) gilt.

Fall 2b: Zj > r − i.

Dann ist das (nihtleere) Teilwort T [j..r − l + 1] vollständig im Z-Blok an Stelle j

enthalten, und wir erhalten:

T [1..r − i+ 1] = T [j..r − l + 1]
(5.3)

= T [i..r]. (5.4)

Mit dem Aufruf z := san(r − i + 2, r + 1) führen wir weitere direkte Buhstaben-

vergleihe durh, ab Positionen r − i + 2 und r + 1 in T nah rehts gehend. Das

Ergebnis z gibt die Anzahl der übereinstimmenden Buhstaben an. Also gilt nun

T [r − i + 2..r − i + z + 1] = T [r + 1..r + z] und (r + z = n oder T [r − i + z + 2] 6=
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T [r+ z + 1]). Zusammen mit (5.4) ergibt sih T [1..r− i+ z + 1] = T [i..r + z]. Daher
gilt Zi = r−i+z+1. Weil i+Zi−1 = r+z ≥ r und Zi ≥ 1 gilt, haben wir ri = r+z,

und wir können li = i setzen.

Im Beispiel in Abb. 5.8 tritt Fall 2b für i = 9, 11, 16 ein. Für i = 9 stellt sih in san

sofort ein Mismath ein, für i = 11 verlängert sih die Folge der bekannten Buhstaben,

im Fall i = 16 wird die Shleife in san gar niht ausgeführt, weil r+ 1 = r16 + 1 > 16
ist.

Wir setzen nun diese Überlegungen in Pseudoode um. Die jeweils relevanten Werte r

und l werden in Variablen r bzw. l aufbewahrt, die nur falls nötig mit neuen Werten

übershrieben werden.

Algorithmus 5.4.9 (Prä�xwerte).

Z-Algorithmus(T[1..n℄)
Eingabe: T[1..n℄: Text;
Ausgabe: Z[2..n℄: Vektor der Prä�xwerte.
(1) r ← 0;
(2) for i from 2 to n do

(3) if i > r

(4) then // 1. Fall

(5) z ← san(1, i);
(6) Z[i℄ ← z;

(7) if z > 0 then r ← i+z-1; l ← i;

(8) else // 2. Fall

(9) if Z[i-l+1℄ < r-i+1

(10) then // Fall 2a

(11) Z[i℄ ← Z[i-l+1℄;

(12) else // Fall 2b

(13) z ← san(r-i+2, r+1);
(14) Z[i℄ ← r-i+z+1;

(15) r ← r+z; l ← i;

(16) return Z[2..n℄.

Zum besseren Verständnis führe man Algorithmus 5.4.9 mit Hilfe von Abb. 5.8 auf der

Beispieleingabe arabarabarartara aus.

Für die Aufwandsanalyse von Algorithmus 5.4.9 überlegen wir Folgendes: Für jedes

i ∈ {2, . . . , n} werden auÿerhalb der san-Aufrufe in Zeilen (5) und (13) nur eini-

ge Zahlen berehnet und Falluntersheidungen vorgenommen. Dies zusammen kostet

O(1) Zeit für jedes i. Wenn ein san-Aufruf erfolgt, dann werden sequentiell Positio-

nen T [u+ z] und T [v+ z] des Textes mit anderen verglihen, und zwar beginnt v+ z

bei max{ri−1 + 1, i} > ri−1. Jeder solhe Aufruf liefert eventuell Übereinstimmungen

(�erfolgreihe Vergleihe�) und am Ende ein Mismath. Wenn ein Aufruf sofort zu

einem Mismath führt, ist er in konstanter Zeit beendet, mit einem Vergleih. Wenn

erfolgreihe Vergleihe vorkommen, liegen die übereinstimmenden Positionen v + z
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im Bereih max{ri−1+1, i}, . . . , ri. Da die Shleife mit i = 2 beginnt und rn ≤ n gilt,

gibt es insgesamt maximal n−1 solhe erfolgreihen Vergleihe, und die san-Aufrufe

zusammen haben Rehenzeit O(n). � Wir haben damit die folgende Behauptung be-

wiesen.

Proposition 5.4.10. Algorithmus 5.4.9 berehnet die Prä�xwerte für T [1..n] in Zeit

O(n) und führt dabei maximal 2n− 2 Vergleihe zwishen Buhstaben durh. �

5.4.4.2 Anwendung der Prä�xwerte

Wir zeigen hier, dass die Berehnung der Prä�xwerte direkt zu einem Linearzeit-

algorithmus für Textsuhe führt und dass man die Randfunktion und die KMP-

Fehlerfunktion eines Musters direkt aus den Prä�xwerten berehnen kann.

Bemerkung 5.4.11. Der Z-Algorithmus kann unmittelbar zu einem Textsuhalgo-

rithmus mit linearer Laufzeit ausgebaut werden. Wenn Muster P [1..m] und Text

S[1..n] gegeben sind, setzt man T := T [1..n + m] := P ◦ S (Konkatenation von

Muster und Text) und wendet auf T Algorithmus 5.4.9 an. Es ist leiht zu sehen,

dass S[i..i + m − 1] = P [1..m] genau dann gilt, wenn der Z-Blok in T [1..n + m]
an Stelle m + i Länge mindestens m hat, d. h., wenn Zm+i ≥ m ist. Man berehnet

also die Prä�xwerte und suht dann die heraus, die ≥ m sind. Dieser Algorithmus

würde (wie Algorithmus 5.4.9) alle n + m Prä�xwerte speihern. Eine leihte Mo-

di�kation dieser Idee erlaubt es sogar, den Platzbedarf auf O(m + |A|) zu senken,

wo A = {i | S[i..i + m − 1] = P [1..m]} die Ausgabemenge ist. Man arbeitet mit

T := T [1..n + m + 1] := P ◦ # ◦ S, wobei # ein Buhstabe ist, der in P ◦ S niht

vorkommt. Dann gilt P [1..m] = S[i..i + m − 1] genau dann wenn Zm+1+i ≥ m ist.

Wegen des Fremdbuhstabens an Stelle m+ 1 kann kein Z-Blok von T mehr als m

Buhstaben haben. Das bedeutet, dass für den Wert j im 2. Fall in Abshnitt 5.4.4.1

die Ungleihung j = i − l + 1 ≤ r − l + 1 ≤ m gilt. Daher werden in Algorith-

mus 5.4.9 in Zeilen (9) und (11) nur Werte Z2, . . . , Zm abgefragt. Die weiteren Z-

Werte Zm+1, Zm+2, . . . , Zm+n+1 werden nur berehnet und mit m verglihen, aber

niht gespeihert.

Bemerkung 5.4.12. Wir betrahten ein Muster P [1..m] und überlegen, wie man aus

der Folge der Prä�xwerte (Z2, . . . , Zm) für P die Randfunktion (als Tabelle f[0..m℄)

berehnen kann, ohne P nohmals anzusehen. Man erinnere sih: Für 0 ≤ q′ < q ≤
m heiÿt P [1..q′] ein Rand von P [1..q], wenn P [1..q′] = P [q − q′ + 1..q] gilt. Die
Randfunktion für P ist durh

f
bord

(q) := fP
bord

(q) =

{

−1 für q = 0

max{q′ | P [1..q′] ist Rand von P [1..q]} für 1 ≤ q ≤ m

de�niert. Wir wollen diese Funktion als Tabelle f[0..m℄ berehnen. O�ensihtlih

muss man f[0℄ ← −1 setzen. Ab hier betrahten wir nur noh 1 ≤ q ≤ m. Da ε

Rand jedes nihtleeren Wortes P [1..q] ist, gilt f
bord

(q) ≥ 0 für 1 ≤ q ≤ m.
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Wir untersheiden zwei Typen von Rändern P [1..q′] für ein P [1..q]:

Typ 1: (Niht verlängerbar) q = m oder (q < m und P [q′ + 1] 6= P [q + 1]).

Typ 2: (Verlängerbar) q < m und P [q′ + 1] = P [q + 1].

Wir de�nieren:

f1(q) := max({0} ∪ {q′ | P [1..q′] ist Typ-1-Rand von P [1..q]}) für 1 ≤ q ≤ m. (5.5)

Wir berehnen zunähst f1(q). Betrahte dazu einen beliebigen Typ-1-Rand P [1..q′]
von P [1..q], also P [1..q′] = P [q − q′ + 1..q]. Wir möhten, dass q − q′ + 1 ≤ m gilt.

Dies ist im Fall q < m siher erfüllt. Bei q = m gibt es nur eine Ausnahme, nämlih

q′ = 0. Wenn P [1..m] auÿer ε keine weiteren Ränder hat, gilt f1(m) = f
bord

(m) = 0.
Im Folgenden betrahten wir nur noh nihtleere Ränder P [1..q′] von P [1..m]. Für
i := q − q′ + 1 haben wir dann 2 ≤ i ≤ m. Dass der Rand P [1..q′] niht verlängert
werden kann, bedeutet, dass P [i..q] der Z-Blok an Stelle i ist und dass q′ = Zi gilt,

also i+ Zi − 1 = q. Wir erhalten damit:

f1(q) = max({0} ∪ {Zi | 2 ≤ i ≤ m ∧ i+ Zi − 1 = q}).

Um das gröÿte Zi zu erhalten, muss i so klein wie möglih gewählt werden.

Um die Werte f1(q) zu berehnen, könnten wir für jedes q einzeln die Folge i =
m, . . . , 2 durhlaufen, und im Fall i+Zi−1 = q die Zuweisung f[q℄← Zi ausführen.

Da das kleinste passende i, entsprehend dem gröÿten Zi, zuletzt getestet wird, steht

am Ende das gröÿte passende Zi in f[q℄ (bzw. immer noh 0, wenn es kein passendes i

gibt). Man kann diese Berehnung mit einem netten Trik beshleunigen: Initialisiere

zunähst f[1..m℄ mit Nullen, für 1 ≤ q ≤ m. Da q = i+Zi−1 aus i und Zi berehnet

werden kann, genügt die einfahe Shleife

for i from m downto 2 do f[i+ Zi − 1℄← Zi

mit Rehenzeit O(m), um alle f[q℄ auf den Wert f1(q) zu bringen. Wenn q < m gilt

und P [1..q] gar keinen Typ-1-Rand hat, oder wenn q = m gilt und P [1..m] keinen
nihtleeren Rand hat, steht in f[q℄ immer noh der Initialisierungswert 0.

Nun wollen wir in einem weiteren linearen Durhlauf mit q = m−1, . . . , 1 in f[1..m℄

die korrekten Werte f
bord

(q) erzeugen. Dazu überlegen wir Folgendes: Der Wert

f[m℄ = f1(m) ist shon korrekt, da P [1..m] keinen Typ-2-Rand hat. Für q < m

gibt es zwei Fälle: (1) Der längste Rand von P [1..q] ist vom Typ 1. Dann gilt

f
bord

(q) = f1(q). Weiter gilt f
bord

(q + 1) − 1 ≤ f
bord

(q) = f1(q). (Jeder Rand von

P [1..q+1] liefert einen für P [1..q] mit um 1 geringerer Länge.) (2) Der längste Rand

von P [1..q] hat Typ 2. Dann gilt f1(q) ≤ f
bord

(q) = f
bord

(q + 1) − 1. � In beiden

Fällen erhalten wir f
bord

(q) = max{f1(q), fbord(q+1)− 1}. Daher vervollständigt die
folgende Shleife die Berehnung der Randfunktion:
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for q from m− 1 downto 1 do f[q℄← max{f[q℄, f[q + 1℄− 1}.

Das gesamte Verfahren zur Berehnung der Randfunktion ist in Algorithmus 5.4.13

dargestellt.

Algorithmus 5.4.13 (Randfunktion aus Prä�xwerten).

bord-from-pre�x-numbers(Z2, . . . , Zm)

Eingabe: (Z2, . . . , Zm): Prä�xwerte von P [1..m];
Ausgabe: f[0..m℄: Randfunktion von P [1..m] als Tabelle.
(1) f[0℄← −1; for q from 1 to m do f[q℄← 0;
(2) for i from m downto 2 do f[i+ Zi − 1℄← Zi;

(3) for q from m− 1 downto 1 do f[q℄← max{f[q℄, f[q + 1℄− 1};
(4) return f[0..m℄.

Beispiel: Im Beispiel in Abb. 5.6 wird f[11℄ mit 0 initialisiert und in der Shleife in

Zeile (2) erst mit i = 9 auf 3, dann mit i = 5 auf f1(11) = 7 verändert. Die Shleife in

Zeile (3) vergleiht f[11℄ mit f[12℄−1 = 1, das Maximum ist 7. Bei f[7℄ ist der Ablauf
der folgende: Initialisierung mit 0, Änderung in Zeile (2) auf 1, mit i = 7, Änderung in

Zeile (3) auf 3, weil f[8℄ = 4 ist.

Bemerkung 5.4.14. Noh viel einfaher als die Berehnung der Randfunktion ge-

staltet sih die Berehnung der KMP-Fehlerfunktion aus den Prä�xwerten Z2, . . . , Zm

eines Musters. Erinnerung: f
KMP

(q) ist die Länge q′ eines längsten Randes P [1..q′]
von P [1..q′] vom Typ 1 (siehe Bem. 5.4.12). Wenn P [1..q′] keinen Typ-1-Rand hat, ist

f
KMP

(q) = −1. Um diese Werte zu berehnen, gehen wir wie folgt vor: Wir initialisie-

ren f_KMP[q℄ mit −1, für 0 ≤ q < m, und f_KMP[m℄ mit 0 (weil P [1..m] immer den

Typ-1-Rand ε hat). Dann korrigieren wir die Einträge, so dass f_KMP[q℄ die Länge

q′ des längsten Typ-1-Randes von P [1..q] ist, wenn ein solher überhaupt existiert.

Dafür können wir, wie oben diskutiert, Zeile (2) in Algorithmus 5.4.13 benutzen. Es

ergibt sih Algorithmus 5.4.15.

Algorithmus 5.4.15 (KMP-Fehlerfunktion aus Prä�xwerten).

KMP-from-pre�x-numbers(Z2, . . . , Zm)

Eingabe: (Z2, . . . , Zm): Prä�xwerte von P [1..m];
Ausgabe: f_KMP[0..m℄: KMP-Fehlerfunktion von P [1..m] als Tabelle.
(1) for q from 0 to m− 1 do f_KMP[q℄← −1; f_KMP[m℄ ← 0;
(2) for i from m downto 2 do f_KMP[i + Zi − 1℄← Zi;

(3) return f_KMP[0..m℄.

5.4.4.3 Su�xwerte eines Textes

Gegeben sei ein Text T [1..n]. Spiegelverkehrt zu Prä�xwerten sind �Su�xwerte� Nk,

für 1 ≤ k < n.
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De�nition 5.4.16. Sei T [1..n] ein Text. Für 1 ≤ k < n de�nieren wir Nk als die

Länge z des längsten Su�xes T [k− z+1..k] von T [1..k], das auh Su�x von T (also

gleih T [n− z + 1..n]) ist.

Die Su�xwerte Nk zu berehnen ist o�ensihtlih dasselbe Problem wie das in Ab-

shnitt 5.4.4.1 ausführlih betrahtete Prä�xwerteproblem, nur spiegelverkehrt. Man

kann daher das Spiegelwort T R[1..n] von T bilden, mit T R[i] = T [n − i + 1], für
1 ≤ i ≤ n, und dann mit Algorithmus 5.4.9 die Z-Werte Z2, . . . , Zn von T R[1..n]
berehnen. Dann gilt:

Nk = Zn−k+1, für 1 ≤ k < n.

Alternativ kann man eine gespiegelte Variante von Algorithmus 5.4.9 benutzen, der

Indizes i = 2, . . . , n durh k = n− i+ 1 ersetzt. Diese ist in Anhang A.1 dargestellt.

Wir geben in Abb. 5.9 zur Veranshaulihung späterer Verfahren die Su�xwerte und

die zugehörigen Blöke von T R[1..16] = aratrarabarabara an, dem Spiegelbild des

Wortes in Abb. 5.6.

k | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|15|16

T [k]| a | r | a | t | r | a | r | a | b | a | r | a | b | a | r | a

Nk | 1 | 0 | 3 | 0 | 0 | 2 | 0 | 3 | 0 | 1 | 0 | 7 | 0 | 1 | 0 |−

1 | a | | | | | | | | | | | | | | |

2 | |
a

| | | | | | | | | | | | | |

3 | a | r | a | | | | | | | | | | | | |

4 | | | |
a

| | | | | | | | | | | |

5 | | | | |
a

| | | | | | | | | | |

6 | | | | a | r | a | | | | | | | | | |

7 | | | | | | |
a

| | | | | | | | |

8 | | | | |

b

| a | r | a | | | | | | | |

9 | | | | | | | | | a | | | | | | |

10 | | | | | | | | |
r

| a | | | | | |

11 | | | | | | | | | | |
a

| | | | |

12 | | | | |

b

| a | r | a | b | a | r | a | | | |

13 | | | | | | | | | | | | |
a

| | |

14 | | | | | | | | | | | | |
r

| a | |

15 | | | | | | | | | | | | | | | a |

Abbildung 5.9 Su�xwerte Nk und zugehörige Blöke für T [1..16] = aratrarabarabara

( . . . bedeutet Übereinstimmung mit einem Su�x von T , bedeutet Mismath).
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5.4.4.4 Die Berehnung der GS-Werte für ein Muster P

Gegeben sei das Muster P [1..m]. Wir nehmen an, dass die Su�xwerte Nk, 1 ≤ k < m,

für P shon vorliegen. Diese werden nun geshikt benutzt, um GS(j) zu berehnen,

für 0 ≤ j ≤ m.

Man erinnere sih an De�nitionen 5.4.3 und 5.4.4. Danah ist GS(j) die kleinste Zahl

s ≥ 1, die (5.1) oder (5.2) erfüllt. Zur Notationsvereinfahung shreiben wir

k = m− s, also s = m− k,

und formen (5.1) und (5.2) um. Für jedes j ∈ {0, . . . , m} suhen wir die gröÿte Zahl

k < m, die

m− j < k < m und P [j + 1..m] = P [j −m+ k + 1..k] und P [j] 6= P [j −m+ k]
(5.6)

oder

0 ≤ k ≤ m− j und P [m− k + 1..m] = P [1..k] (5.7)

erfüllt. Zur Illustration siehe die Abbildungen 5.11 und 5.12.

Bei einem �groÿen� Shift mit s ≥ j gilt 0 ≤ k ≤ m − j, und P [1..k] ist ein Rand

des Musters. Unter diesen k suhen wir das gröÿte, das Länge ≤ m − j hat. Wir

de�nieren:

ℓ(j) := max{k ≤ m− j | P [1..k] ist ein Rand von P}, für 0 ≤ j ≤ m.

Der Wert j = 0 ist ein Sonderfall. Da ein längster Rand höhstens m− 1 Buhstaben

haben kann, kommen auh für j = 0 nur Werte k ≤ m − 1 in Frage, und es gilt

ℓ(0) = ℓ(1). Es bleibt die Aufgabe, ℓ(j) für 1 ≤ j ≤ m zu berehnen. Wenn P [1..k]
ein nihtleerer Rand von P ist, gilt Nk = k. (Illustration: N1 = 1 und N3 = 3 in

Abb. 5.9.) Wir haben also:

ℓ(j) = max{k ≤ m− j | k = 0 oder Nk = k}, für 1 ≤ j ≤ m.

Wir berehnen ℓ(j) für j = m,m − 1, . . . , 1 naheinander. Bei j = m ist die Sahe

klar: Es kommt nur der leere Rand, also k = 0, in Frage, also ist ℓ(m) = 0. Für
1 ≤ j < m gibt es zwei Möglihkeiten: Setze k(j) = m − j. Wenn Nk(j) = k(j) gilt,
dann ist P [1..k(j)] ein Rand der Länge k(j) = m− j, also gilt ℓ(j) = k(j) = m− j.

Wenn aber Nk(j) < k(j) gilt, dann ist das maximale k ≤ m − j, für das k = 0 oder

Nk = k gilt, in Wirklihkeit sogar ≤ m− (j + 1), d. h., wir haben ℓ(j) = ℓ(j + 1).

In Abb. 5.10 ist Pseudoode für die Berehnung der ℓ-Werte angegeben.

Nun wenden wir uns �kleinen Shifts� mit 1 ≤ s < j zu. Damit eine solhe Shiftweite

in Frage kommt, muss für k = m−s > m− j die Bedingung (5.6) gelten. Wir setzen:

L(j) := max({k | m− j < k < m | k erfüllt (5.6)} ∪ {0}), für 0 ≤ j ≤ m.
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(1) l[m℄ ← 0;
(2) for j from m− 1 downto 1 do
(3) if N[m-j℄ = m-j then l[j℄ ← m-j else l[j℄ ← l[j+1℄.

(4) l[0℄ ← l[1℄.

Abbildung 5.10 Berehnung der ℓ-Werte
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Abbildung 5.11 Ein �groÿer Shift� s = m − k ≥ j ist zulässig nah Mismath an Stelle j
genau dann wenn P [1..k] ein Rand von P [1..m] der Länge ≤ m− j ist.
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Abbildung 5.12 Ein �kleiner Shift� s = m− k < j ist zulässig nah Mismath bei j genau

dann wenn Nk = m − j gilt. Eine kleinste Shiftweite s mit dieser Eigenshaft entspriht

einem möglihst groÿen solhen k > m− j. Es muss kein solhes k geben.

Berehnung der L(j): Es kommt hier darauf an, alle L(j)-Werte, von denen

jeder eine Maximumsbildung enthält, in Linearzeit zu berehnen. Der zentrale Trik

ist folgende Beobahtung, die einen Zusammenhang zwishen den Su�xzahlen Nk
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und Bedingung (5.6) herstellt, siehe auh Abb. 5.12:

Lemma 5.4.17. Für m− j < k < m gilt (5.6) genau dann wenn Nk = m− j ist.

Beweis: Bedingung (5.6) lautet, etwas umgeshrieben:

P [j + 1..m] = P [k − (m− j) + 1..k] ∧ P [j] 6= P [k − (m− j)].

Das heiÿt: Wenn man an der Stelle P [k] startend nah links geht, �ndet man m− j

Buhstaben, die mit P [m − j + 1..m] übereinstimmen, der nähste Buhstabe passt

niht mehr. Nah De�nition der Su�xzahlen heiÿt das, dass Nk = m− j ist. �

Die in Abb. 5.13 angegebene Shleife berehnet die Zahlen L(j), gespeihert in einem

Array L[0..m℄, aus den Su�xwerten. Der Werte L(0) = L(1) = 0 werden einfah

gesetzt.

(1) for j from 0 to m do L[j℄ ← 0;
(2) for k from 1 to m− 1 do
(3) j ← m− N[k℄; L[j℄ ← k;

Abbildung 5.13 Berehnung der L-Werte

Um zu verstehen, was im Programmstük in Abb. 5.13 passiert, betrahtet man ein

festes j und beobahtet den Inhalt von L[j℄. Nah der Initialisierung ist dies 0. Für
jedes k mit Nk = m− j, in aufsteigender Reihenfolge, wird k nah L[j℄ geshrieben.

Am Ende enthält L[j℄ natürlih das maximale solhe k (oder immer noh 0, wenn
es kein solhes k gibt), und dies ist nah der De�nition von L(j) und Lemma 5.4.17

genau L(j).

Wir haben nun ℓ(j)-Werte, 0 ≤ j ≤ m, und L(j)-Werte, 0 ≤ j ≤ m. Wie oben shon

gesagt, ist dann

GS(j) = m−max{ℓ(j), L(j)}, für 0 ≤ j ≤ m.

Wir fassen das Ganze in einem Programm zur Berehnung der GS-Shiftwerte zusam-

men. Angenommen ist, dass die Su�xzahlen Nk, 1 ≤ k < m, des Musters vorliegen.

Algorithmus 5.4.18 (Berehnung der GS-Shiftwerte).

BM-GS-Preproessing(N[1..m− 1℄)
Eingabe: N[1..m− 1℄, die Su�xzahlen des Musters P[1..m℄;

Ausgabe: GS[0..m℄, die GS-Shiftwerte.

// Berehnung der ℓ(j), vgl. Abb. 5.10 :

(1) l[m℄ ← 0;
(2) for k from 1 to m− 1 do
(3) if N[k℄=k then l[m-k℄ ← k else l[m-k℄ ← l[m-k+1℄.
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(4) l[0℄ ← l[1℄;

// Berehnung der L(j), vgl. Abb. 5.13
(5) for j from 0 to m do L[j℄ ← 0;
(6) for k from 1 to m− 1 do
(7) j ← m− N[k℄; L[j℄ ← k;

// Berehnung der GS(j):
(8) for j from 0 to m do GS[j℄ ← m - max{l(j),L(j)};

(9) return GS[0..m℄.

Wir betrahten den Ablauf des Algorithmus 5.4.18 auf dem Beispielwort

araratararatar. Wir stellen uns vor, die Nk-Werte liegen shon vor:

k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|

P[k℄ a | r | a | r | a | t | a | r | a | r | a | t | a | r |

Nk 0 | 2 | 0 | 2 | 0 | 0 | 0 | 8 | 0 | 2 | 0 | 0 | 0 |− |

Die ℓ(j)-Werte, eingetragen in der Reihenfolge j = m, j = m−k = m−1,m−2, . . . ,m−
(m− 1) = 1, dann ℓ(0) = ℓ(1), sind:

j 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|

ℓ(j) 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 2 | 2 | 2 | 2 | 2 | 2 | 0 | 0 |

Wir überprüfen, dass der Eintrag ℓ(9) = 2 korrekt ist. Der längste Rand von P mit

Länge höhstens 14−9 = 5 ist ar, mit Länge 2. Dagegen gilt ℓ(3) = 8, denn der längste

Rand von P mit Länge höhstens 14− 3 = 11 ist araratar, mit Länge 8.

Nun betrahten wir die Berehnung der L(j)-Werte. Um zu verdeutlihen, wie diese sih

verändern, werden sie untereinander geshrieben, wo eigentlih Übershreiben statt�n-

det. Man beahte, dass die Zahlen k = 1, . . . ,m − 1 in dieser Reihenfolge eingetragen

werden. Die Initialisierung erfolgt mit 0.
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j 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|

L(j) 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 |
| | | | | | 8 | | | | | | 2 | | 1 |
| | | | | | | | | | | | 4 | | 3 |
| | | | | | | | | | | |10| | 5 |
| | | | | | | | | | | | | | 6 |
| | | | | | | | | | | | | | 7 |
| | | | | | | | | | | | | | 9 |
| | | | | | | | | | | | | |11|
| | | | | | | | | | | | | |12|
| | | | | | | | | | | | | |13|

Eintragungen:

k = 1 an Position 14−N(1) = 14− 0 = 14,
k = 2 an Position 14−N(2) = 14− 2 = 12,
k = 3 an Position 14−N(3) = 14− 0 = 14,
k = 4 an Position 14−N(4) = 14− 2 = 12,
k = 5 an Position 14−N(5) = 14− 0 = 14,
.

.

.

k = 8 an Position 14−N(8) = 14− 8 = 6,
.

.

.

Die unterste Zahl in Spalte j ist L(j). Man beahte, wie durh die Eintragungsreihen-

folge automatish das Maximum gefunden wird. Eine Ausnahme bilden die j = m−Nk,

wo k = m − j ist. Diese erfüllen Nk = k. Für solhe j setzt das Programm L[j℄ auf

k. Man beahte, dass dies auh der Wert ℓ(k) ist, so dass bei der Maximumsbildung

nihts passiert. Im Beispiel sind j = 6, k = 8 mit N(8) = 8 eine solhe Kon�guration.

Ergebnis durh Maximumsbildung und Komplementierung:

j 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|

max{ℓ(j), L(j)} 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 2 | 2 | 2 | 2 | 2 |10| 0 |13|

GS(j) 6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6 |12|12|12|12|12| 4 |14| 1 |

Wir können einige dieser Shiftwerte interpretieren: GS(14) = 1 heiÿt: Wenn beim Ver-

gleih im BM-Algorithmus das rehte Ende von P [1..14] unter einem Buhstaben 6= r

steht, kann man nur um 1 vershieben.

GS(13) = 14 heiÿt: Wenn P [14] unter einem r steht, aber P [13] niht unter einem a,

dann passt keine Stelle des Musters hierher (im Muster steht vor jedem r ein a), also

ergibt sih ein groÿer Sprung von 14.

GS(9) = 12 heiÿt: Wenn P [10..14] = ratar passen, aber P [9] = a niht, dürfen wir

um 12 Positionen shieben � die Überlappung zwishen alter und neuer Position des

Musters sind nur die beiden letzten Buhstaben ar.

GS(5) = 6 heiÿt: bei einer Übereinstimmung mit dem Su�x P [6..14] = atararatar,

und einem Fehler bei P [5] = a können wir um 6 Positionen shieben, so dass das

Prä�x P [1..8] = araratar an die Stelle zu stehen kommt, wo vorher das Su�x

P [7..14] = araratar stand.
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Die in Algorithmus 5.4.18 gewählte Notation für die Vorverarbeitung hat den Vorteil,

dass man die dahinterliegenden Ideen noh einigermaÿen erkennen kann. Es ist aber

unnötig, drei Arrays bereitzustellen: eines genügt vollkommen. In ihm werden zuerst

die Zahlen m − ℓ(j), 0 ≤ j ≤ m, berehnet. Hierbei spart man sih durh die Ver-

wendung einer Variablen ell, die den laufenden ℓ(m− k)-Wert enthält, Zugri�e auf

das Array und Kopiervorgänge. Danah erfolgt die Korrektur für die L(j)-Zahlen wie

in Abb. 5.13, wobei auh hier der Eintrag gleih in der komplementären Form m− k

erfolgt. Die Minimumsbildung erfolgt dabei automatish, da die Werte k in aufstei-

gender Reihenfolge bearbeitet werden. Einträge L(j) = 0 können ignoriert werden.

Algorithmus 5.4.19 gibt das resultierende Programm an (das natürlih niht mehr zu

verstehen ist).

Algorithmus 5.4.19 (Berehnung der GS-Shiftwerte direkt in einem Array).

BM-GS-Preproessing(N[1..m− 1℄)
Eingabe: N[1..m− 1℄: die Su�xzahlen des Musters P[1..m℄;

Ausgabe: GS[0..m℄: die GS-Shiftwerte.

// Berehnung der Werte ℓ(m− k) in ell und der Werte m− ℓ(m− k) in GS[..℄:

(1) ell ← 0;
(2) GS[m℄ ← m;

(3) for k from 1 to m− 1 do
(4) if N[k℄=k then ell ← k;

(5) GS[m-k℄ ← m - ell;

(6) GS[0℄ ← m - ell;

// Korrektur durh die Werte m− L(j):
(7) for k from 1 to m− 1 do GS[m-N[k℄℄ ← m - k;

(8) return GS[0..m℄.



Anhang A

A

A.1 Direkte Berehnung von Su�xwerten

Wir geben an, wie man in Analogie zu Algorithmus 5.4.9 die Su�xwerte eines Wortes

direkt berehnet, indem man es einmal von rehts nah links liest. Zunähst formu-

lieren wir die gespiegelte san-Funktion:

funtion invsan(u, v) // Vorbedingung: 0 ≤ u < v ≤ n

(1) z ← 0;
(2) while u-z ≥ 1 ∧ T[u-z℄ = T[v-z℄ do z++;

(3) return z.

Abbildung A.1 Direkter Buhstabenvergleih T [u− z]
?

= T [v− z] �von rehts nah links� ab

Stellen u und v mit 0 ≤ u < v ≤ n. Die Ausgabe ist die gröÿte Zahl z ∈ {0, 1 . . . , u} mit

T [u− z+1..u] = T [v− z+1..v]. (Die Ausgabe z = 0 ersheint, wenn u ≥ 1 und T [u] 6= T [v]
gilt oder wenn u = 0 gilt.)

29
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Algorithmus A.1.1 (Su�xwerte eines Textes).

Su�xwert-Algorithmus(T[1..n℄)
Eingabe: T[1..n℄: Text;
Ausgabe: N[1..n − 1℄: Vektor der Su�xwerte.

(1) l ← n + 1;
(2) for k from n− 1 downto 1 do
(3) if k < l

(4) then // 1. Fall, gespiegelt

(5) z ← invsan(k, n);
(6) N[k℄ ← z;

(7) if z > 0 then l ← k-z+1; r ← k; // (Fall 1b)

(8) else // 2. Fall, gespiegelt

(9) if N[n-r+k℄ < k-l+1

(10) then // (Fall 2a)

(11) N[k℄ ← N[n-r+k℄;

(12) else // (Fall 2b)

(13) z ← invsan(l-1, n-r+l-1);
(14) N[k℄ ← k-l+z+1;

(15) l ← l-z; r ← k;

(16) return N[1..n− 1℄.

Die Tabelle in Abb. A.2 gibt die Su�xwerte für den Text araratararatar der Länge

14 an.

k 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10|11|12|13|14|
T[k℄ a | r | a | r | a | t | a | r | a | r | a | t | a | r |

Nk 0 | 2 | 0 | 2 | 0 | 0 | 0 | 8 | 0 | 2 | 0 | 0 | 0 |− |

Abbildung A.2 Die Su�xwerte für T [1..14] = araratararatar.


