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Vorlesung Randomisierte Algorithmen — (C) Dietzfelbinger, TU Ilmenau

4 Randomisierte Suche

Mit diesem Kapitel wenden wir uns dem Hauptteil der Vorlesung zu: Beispielalgo-
rithmen und Analysetechniken. Hier geht es um ein Grundproblem: Das Suchen von
Objekten anhand bestimmter Kriterien. Die Suchprobleme sind daher ganz unter-
schiedlich, und ebenso unterschiedlich sind die algorithmischen Ansétze.

Abschnitt betrachtet ein sehr einfach aussehendes Problem: Gegeben ist eine
endliche Grundmenge A mit einer Teilmenge B, die aber nur iiber Tests ,ist = in B7*
zuginglich ist. Man soll ein Element von B finden. Der offensichtliche randomisierte
Algorithmus, nidmlich so lange zuféllige Elemente von A zu wéhlen, bis man auf ein
Element von B stoft, bendtigt moglicherweise sehr viele Zufallszahlen. Wir finden
einen Algorithmus, der fast ebenso schnell ist, aber im Wesentlichen nur konstant
viele Elemente von A zufillig wahlt.

In Abschnitt geht es um ein klassisches Problem, ndmlich die Implementierung
von Worterbiichern mit linearen Listen. Normalerweise ist die Zeit fiir eine Suche,
eine Einfiigung, und eine Loschung ©(n), wenn n Elemente gespeichert sind. Wir
werden sehen, dass man in einer angeordneten Liste viel schneller suchen kann, wenn
man Listenelemente zufillig auswéhlen kann.

In Abschnitt 4.3 betrachten wir den Algorithmus ,Quickselect”, der schon aus der
Vorlesung ,Algorithmen und Datenstrukturen* bekannt sein sollte. Wir betrachten
hier eine alternative Analyse, die sich an der Analyse von Quicksort aus dem ersten
Kapitel anlehnt. (Eine gute Gelegenheit, die Quicksort-Analyse nochmals anzusehen!)

In Abschnitt 4.4 schlieklich wird ein anderer Algorithmus zur Ermittlung des Medians
einer Folge prasentiert. Dieser verallgemeinert die Idee, ein Pivot zufillig zu wahlen,
darauf, mehrere zufillige Elemente zu wéihlen und sie zur sehr effizienten Reduzierung
der Problemgréfse zu benutzen. Das verbleibende Problem kann dann unter Einhal-
tung der linearen Zeitschranke einfach durch Sortieren geldst werden. Das Ergebnis
ist ein Algorithmus mit der bestmoglichen Vergleichsanzahl fiir das Medianproblem.
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4.1 Suche mit wenigen Zufallsbits

Wir stellen uns folgendes Grundproblem vor: Gegeben ist eine endliche Menge A der
Grofe n sowie eine nichtleere Teilmenge B C A.

*X

Dabei haben wir auf die Menge B keinen direkten Zugriff, wie etwa durch eine Auf-
listung, sondern wir haben nur die folgenden Operationen zur Verfiigung:

e fiir gegebenes x € A konnen wir einen Test ist x € B7?* durchfiihren;
e wir konnen alle Elemente der Menge A systematisch aufzéhlen;

e wir konnen ein Element von A zufillig wihlen.

Die Aufgabe ist, ein Element von B zu finden. Die Kosten hierfiir ist die Anzahl der
durchgefiihrten Tests ,jist © € B7“.
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Algorithmus 4.1.1 Zufdllige Suche

INPUT: Endliche Menge A mit unbekannter nichtleerer Teilmenge B
METHODE:

1 repeat

2 x < zufilliges Element von A

3 until x € B;

4  return x.

Beispiel: Wir wollen im Bereich der ¢-Bit-Zahlen eine Primzahl finden.

A={reN|2" <z < 2.
B ={p € A| pist Primzahl}.

Wie in Kapitel 5 im Detail besprochen wird, gibt es einen sehr effizienten (rando-
misierten) Primzahltest, der es erlaubt, Zahlen x € A darauf zu testen, ob sie in B
sind. Ein Verfahren, effizient (d.h., in Rechenzeit O(£¢) fiir eine Konstante c) eine
Primzahl in A zu konstruieren, kennt man dagegen nicht.

Wenn wir die Elemente von A aufzihlen und nacheinander testen, kénnte es passieren,
dass wir zuerst alle Elemente von A — B sehen, dann erst ein Element von B. Dies ist
in eigentlich allen Situationen unbefriedigend. Sogar in der angenehmen Situation, in
der etwa jedes zweite Element von A zu B gehort, wiirde man im schlimmsten Fall
2|A| + 1 Tests durchfiihren, bis man das erste Element von B findet. Attraktiver ist
ein randomisiertes Vorgehen, das wir als Néchstes beschreiben (Algorithmus .
Man wéhlt wiederholt ein Element x aus A zufillig; wenn und sobald dieses = in B
liegt, stoppt man und gibt x aus. Dieses Verfahren wiirde in der Situation |B| > %]A|
im Schnitt nur hochstens zwei Versuche brauchen. Wir erkennen aber auch, dass
dieser Algorithmus endlos lange lduft, wenn B = () ist; diesen Fall miissen wir also
ausschliefien.

Wir analysieren die erwartete Laufzeit, die hier im Wesentlichen durch die Anzahl
der Schleifendurchlaufe bestimmt ist. Mit
L
| Al
(gesprochen: ,rho) bezeichnen wir die Dichte von B in A. Seien X, X1, Xo, ... die

gewihlten Elemente (Zufallsobjekte in A), und sei R die Anzahl der Schleifendurch-
laufe. Die Zufallsvariable R ist offensichtlich geometrisch verteilt mit Parameter o
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(siehe Abschnitt 2.5.1). Wir haben also:

E(R) = (4.1.1)

1
o
Wir wollen in diesem Abschnitt auch Zufallsexperimente als Ressource betrachten.
Um fair zu messen, benutzen wir die Anzahl der Zufallsbits als Maf (nicht die An-
zahl der Zufallszahlen, die eine Vielzahl von Bits auf einen Schlag liefern). Um ei-

ne Zahl aus A zufillig zu wihlen, miissen wir eine [log|A||-Bit-Zahl (eine Zahl in
{0,1,...,|A| —1}) wéhlen.

Proposition 4.1.2
Zufillige Suche wie in Algorithmus beschrieben kostet im erwarteten Fall 1/p
Tests ,ist z € B?; die erwartete Zahl von erzeugten Zufallsbits ist [log|A|]/e.

Wenn die Dichte o klein ist, kann die Zahl der Zufallsbits erheblich sein. Beispielsweise
ist im Fall der Suche nach einer (-ziffrigen Primzahl die Dichte ©(1/¢) und damit die
erwartete Anzahl von Zufallsbits ©(¢?).

Wir iiberlegen im Folgenden, wie wir mit relativ wenigen Zufallsbits fast ebenso effizi-
ent ein x in B finden konnen. Eine etwas allgemeinere Interpretation der Situation ist
die eines ,,special purpose-Pseudozufallszahlengenerators®. Eigentlich benotigen wir ei-
ne lange Folge X, X1, ..., von zufilligen Elementen von A. Um Zufallsbits zu sparen,
wéhlen wir einen kurzen zufélligen ,,seed* (das deutsche ,Samenkorn® ist ungebrauch-
lich) und erzeugen daraus algorithmisch eine ganze Folge von Elementen von A. Diese
Folge ist nicht mehr vollstindig zufillig, sondern nur ,pseudozufillig”. Im konkreten
Fall der Suche nach einem Element von B in A konnen wir das Verhalten unseres
Verfahrens genau analysieren.

Fiir unsere Konstruktion nehmen wir an, dass A eine algebraische Struktur hat, ndm-
lich dass A ein endlicher Kérper ist, zum Beispiel A = Z,, fiir eine Primzahl p.F_:I Die
Idee ist, zwei Elemente r und s in Z, zuféllig zu wihlen und dann die Folge

Xo=1r-04+s,Xi=r-14s5,Xo=1r-24+s5,Xg=r-3+s,... (4.1.2)

!Sollte dies nicht der Fall sein, nummerieren wir die Elemente von A durch, stellen uns also

A =10,...,|A| — 1} vor, suchen eine Primzahl p € [|A],2|A|] (eine solche existiert nach einem Satz
der Zahlentheorie) und arbeiten mit A’ = Zy. Die neue Dichte o = ||f/|| unterscheidet sich héchstens

um den Faktor 2 von p.
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(Arithmetik in Z,) in A zu testen. Eine kleine Komplikation liegt darin, dass r = 0
sein kénnte. Dann wiirde man immer wieder nur den Eintrag s testen. Dies fan-
gen wir mit einer Sonderbehandlung ab, die die Elemente von A in der Reihenfolge
s,s+1,s4+2,...,p—1,0,1,...,s — 1 betrachtet. Ansonsten erhalten wir eine Folge
von mehr oder weniger zufilligen Elementen in A. Wenn wir in Z, arbeiten, kénnen
wir programmiertechnisch die Elemente Xy, Xy,... ohne Multiplikation, nur durch
iterierte Addition, erzeugen. Wir erhalten Algorithmus [4.1.3]

Algorithmus 4.1.3 Paarweise unabhdangige Suche

INPUT: Menge A = Z, (Korper) mit unbekannter, nichtleerer Teilmenge B
METHODE:
Wihle r und s aus Z, zufillig;
Falls r = 0, setze r < 1; // erzwingt kompletten Durchlauf durch A
X < (s —r) mod p;
repeat
X < (x +r) mod p;
until x € B;
return x.

= O U = W N =

Analyse: Korrektheit. Wir stellen zunéchst fest, dass beim Schleifendurchlauf »
auf jeden Fall einen Wert # 0 hat. Dies fithrt dazu, dass die Folge (X;)i—o.. p—1
mit X; = r-i+ s jedes Element von A = Z, genau einmal trifft. (Man muss nur
iiberlegen, dass fiir jedes a € A die Gleichung r - i + s = a genau eine Losung
i = (a — s)-r~! hat.) Also wird ein Element von B gefunden, und die Schleife
endet erfolgreich. Fiir die Analyse stellen wir uns zunéchst vor, dass der Wert r = 0
einfach beibehalten wird (damit die Mathematik glatter funktioniert). Wenn dieser
(mathematisch) ideale Algorithmus » = 0 und s ¢ B wéhlt, findet er niemals ein
Element von B, wohingegen Algorithmus nach héchstens p Versuchen erfolgreich
ist. Wenn der ideale Algorithmus r» = 0 und s € B wéhlt, finden beide Algorithmen

in der ersten Runde ein x € B.

Anzahl der Zufallsbits: Wir wihlen zwei Elemente von A zufillig; es werden also
2[log |A|] Zufallsbits benétigt.

Rechenzeit: Wir analysieren, was wir iiber die Anzahl der Schleifendurchléufe sagen
kénnen. Wir definieren: X; :=r-i14+s,¢2=0,1,...,p— 1, und

1, falls X; € B,

Yi=[X; € B] = { 0, andernfalls.
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Proposition 4.1.4
Jede Zufallsvariable X;,0 < i < p—1, ist in A uniform verteilt, und X;,0 <i < p—1,
sind paarweise unabhéngig, d.h.: i # j = X;, X, unabhingig.

Beweis: Fiir festes ¢ haben wir Pr(X; = a) = p!, weil es fiir jedes r genau ein s mit
r-1+ s = a gibt, nimlich s =a —r - i. Es gilt

{01 6D -0 = )

Pr(X;=aANX;=b=Pr(r-i+s=aAr-j+s=0)= 5
p

Nun hat das Gleichungssystem

1Y (r)_[(a
j 1 s )] \b
genau eine Losung (’S") iber dem Korper Z,, weil die Matrix (; 11) Determinante i —j #
0 hat. Daher wird jeder Wert (Z) mit derselben Wahrscheinlichkeit p~2 angenommen,
und wir erhalten:
Pr(X;=aAX;=b)=Pr(r-i+s=aAr-j+s=0b)=p "
= PI'(XZ = CL) . PI'(Xj = b),

was die Unabhéngigkeit beweist. 0
Korollar 4.1.5

Die Zufallsvariablen Y;, 0 < i < p — 1, haben Erwartungswert E(Y;) = o und sind
ebenfalls paarweise unabhingig.

Beweis: Weil X; uniform verteilt ist, ist E(Y;) = Pr(Y; = 1) = Pr(X; € B) = o.
Wenn i # j, dann sind X; und X; unabhéngig, also nach Fakt 2.5.5 auch Y; und Y;
als Funktionen von X; bzw. Xj. O

Nun definieren wir, fiir 0 < k < p:
Zk ::}/O—F..._i_yk_l.

Das ist die Anzahl der Erfolge in den ersten & Runden (unter der Annahme, dass
man auch nach einem Treffer weitermacht). Beachte: Z, = 0.
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Lemma 4.1.6

E(Zy) = ko und Var(Z;) = ko(1 — o).

Beweis: Wegen der Linearitit des Erwartungswertes gilt:
E(Zy) = E(Yy) + - + E(Yy_1) = ko.

Weiter folgt aus der paarweisen Unabhingigkeit (Fakt 2.5.7(b) und die folgende Be-
merkung): Var(Zy) = >, Var(Y;). Nun ist ¥; 0-1-wertig, also

Var(Y;) =Pr(Y; =1)- (1 —0)> + Pr(Y; = 0) - (—0)* = o(1 — 0),

und daher Var(Zy) = ko(1 — o). O
Anwenden der Chebychev-Cantelli-Ungleichung?] (Prop. 2.7.2) liefert:

Pr(Z, =0) = Pr(Z, < E(Z,) — E(Z)) < Var(}’;riZﬁ(ﬂy (4.1.3)
ko(1 — o) 1—o 1

= < .
ko(1—o0)+(ko)* 1—o+ke ™ 1+ko

Wir betrachten nun wieder den (realen) Algorithmus[4.1.3] mit r # 0, und bezeichnen
mit R die Rundenzahl in diesem Algorithmus.

Lemma 4.1.7
Fiir Algorithmus [4.1.3| gilt:

1—o0 1
Pr(R>k+1)< < ,
(R 2 )_I—Q—I—k‘g_l—l—k‘g

fir 0 <k <p,und Pr(R>p+1)=0.
Beweis: Die Modifikation vom idealen Algorithmus (der zur Zufallsvariablen Zj fiihrt)

zum realen Algorithmus kann Rundenanzahlen nur verringern. Daher gilt Pr(R >
k+1) <Pr(Z, =0). Wegen r # 0 ist Z, > 1 garantiert. O

2In der Originalarbeit von Chor und Goldreich wurde die Chebychev-Ungleichung (Fakt 2.3.4)
benutzt. Diese fiihrt zu einer dhnlichen Abschétzung, die aber fiir kleine k nicht ,zieht“. Insbesondere
ist die Abschéitzung Pr(Z), = 0) < 3 mit der Chebychev-Ungleichung erst mit k& > 2/0 zu erreichen.
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Fiir & > 1;99 = % — 1 liefert die erste Ungleichung im Lemma die Schranke Pr(R >

k+1) < 3. (Dies ist fiir k > [1/p] sicher erfiillt.) Es ist bemerkenswert, dass selbst
unter Aufwendung von beliebig vielen Zufallsbits wie in Algorithmus 1/o viele
Tests nur zu einer konstanten Erfolgswahrscheinlichkeit fithren: Fiir £ = [1/¢] haben
wir (s. Prop. A.1.2 im Anhang von Kap. 2):

Pr(die ersten k Tests sind erfolglos) < (1 — o)/l < e7! ~ 0,368

dabei gilt fiir p < 1 die Abschétzung (1—p)'/¢ > 0.31 und natiirlich lim,\ o(1—p)"/¢ =
e~!. Fazit also: Bei der Suche in der beschriebenen Form ist es bei kleinen Dichten
o praktisch unschédlich, zum Erreichen einer konstanten Erfolgswahrscheinlichkeit
paarweise unabhéngige Suche zu benutzen und dadurch viele Zufallsbits einzusparen.

Wir kénnen nun Lemma benutzen, um die erwartete Rundenzahl nach oben
abzuschétzen. Dabei verwenden wir unser Wissen, dass es im realen Algorithmus
(mit r # 0) mehr als p Runden auf keinen Fall geben kann. Mit dem Lemma und mit
Fakt 2.2.9 sehen wir:

1
E(R) = Pr(R>k+1)< . 414
CED 9 SUBTRRUES] g (414)
k>0 0<k<p
Wir schitzen ab: .
L g/ @ k>
1+ ko 1+zp
k-1
Mit (4.1.4) folgt:
p—1 p
d d
E(R)§1+/ - <1+/ L
1+ 20 1+ 20
0 0
Da lfjﬂg =In(1+zp)/0+ C, folgt
P In(1+ 1
E(R)<1+[1n(1+xg)/gh:1+¥:1+E.1n(yB\+1).

(Zur allgemeinen Technik der Abschitzung von Summen durch Integrale sieche Ab-
schnitt [A]im Anhang.)

Satz 4.1.8

Sei ) # B C A = Z,. Die erwartete Anzahl von Tests ,z € B?“ bei der paarweise un-
abhéngigen Suche nach einem Element von B ist < 1+In(1+|B|)/pe, fiir 0 = |B| / | A|.
Es werden 2[log p| Zufallsbits benétigt (entsprechend zwei Zufallselementen von A).
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Das Ergebnis sollte man mit dem Wert 1/¢ aus fiir die vollstandig zufillige
Suche vergleichen. Einerseits ist es einleuchtend, dass der Faktor 1/ vorkommt; we-
niger schon ist der logarithmische Faktor In(1+ pp) = In(|B| + 1) im Zihler. (Im Fall
der Suche nach einer Primzahl in [2¢71, 2¢) weifl man nach dem Primzahlsatz (s. Kap.
5), dass | B| = ©(2¢/¢); damit erhilt man als erwartete Rundenzahl ©(¢?) gegeniiber
von ©(() fiir die vollsténdig zufillige Suche.)

Wir konnen Algorithmus [4.1.3] so modifizieren, dass immer noch wenige Zufallsbits
benotigt werden, dass aber eine erwartete Testzahl von O(1/p) erreicht wird, ohne
Abhéngigkeit von | B|. Die Idee ist dabei, zwei voneinander unabhéngige Suchpunkt-
folgen zu generieren, die (quasi)parallel abgearbeitet werden; in jeder Runde werden
also zwei Punkte aus A getestet. Hierfiir wiahlen wir zwei Paare (71, s1) und (73, s2)
von zufalligen Koeffizienten. Dies liefert Algorithmus [4.1.9]

Algorithmus 4.1.9 Verdoppelte paarweise unabhdingige Suche

INPUT: Menge A = Z, (Koérper) mit unbekannter, nichtleerer Teilmenge B
METHODE:
Wahle 1,79, 51, 52 aus Z, zufillig;
Setze 11 <— max{1,r1} und ry - max{1,ry};
x1 < (s1 — 1) mod p;
x2 < (83 — 19) mod p;
repeat
x1 < (x1 4 r1) mod p;
if x1 € B then return x1;
x2 < (x2 + r3) mod p;
if x2 € B then return x2.

© 00 1 O U = W N

Analyse: Korrektheit. Man sollte sich von der scheinbaren Endlosschleife nicht
irritieren lassen: Da auf jeden Fall ein Element von B gefunden wird, wird die Schleife
iiber eine der return-Anweisungen verlassen.

Anzahl der Zufallsbits: Wir wihlen vier Elemente von A zufillig; es werden also
4[log |A|] Zufallsbits benotigt.

Rechenzeit: Sei R die Anzahl der Runden bis zum Erfolg (mit jeweils zwei Tests
»T € B?). Wir schitzen E(R) ab. — Wir definieren:

XY= it s undXZ-(Q) =re-i+ sy, firi=0,1,...,p—1,

)
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sowie
vV .=[x"eB] und v, :=[Xx? e B,

3 K3 3

und schlieflich, fir 1 < k < p:

2 =y v und 27 =Y 1

Die Analyse fiir die Folge Y;, 0 < i < p — 1, und ihre Partialsummen Z; von oben
gilt natiirlich fiir jede der beiden Folgen Y;(h), 0<:<p-—1,und Z,gh) (mit h = 1,2
gleichermafen. Zudem sind Z,il) und Z,(f) unabhingig. Wir benutzen wieder @
und erhalten:

Pr(die ersten k£ Runden sind erfolglos) = Pr(Z,il) =0A Z,f) =0)

=Pr(Zz" =0)-Pr(z¥ =0) <

< g (19

Wie oben koénnen wir mit Fakt 2.2.9 die erwartete Rundenzahl in der repeat-Schleife
abschitzen (zur Abschitzung der Reihe durch das Integral vgl. wieder Abschnitt [A):

E(R) = Z Pr(R>k+1)= Z Pr(die ersten & Runden sind erfolglos)

k>0 k>0
@15) 1 1
2SS
= 2 2
= (1+ ko) = (1+ ko)
>~ d 1 o 1
<1+/ —x:1+[—ﬁ} =1+4-.
o (1+xp)? 1+ zolo 0

Satz 4.1.10

Sei ) # B C A = Z,. Die erwartete Anzahl von Tests ,,v € B? bei der verdoppel-
ten zweifach unabhéngigen Suche nach einem Element von B ist < 2(1 4 1/p), fiir
o= |B|/|A|. Es werden 4[log p| Zufallsbits benétigt.

Dieses Ergebnis macht sich neben 1/p fiir die vollig zufillige Suche sehr gut!

4.2 Suche in sortierten einfach verketteten linearen Listen

In diesem Abschnitt untersuchen wir ein elementares Suchproblem: Gegeben ist eine
angeordnete (einfach verkettete) lineare Liste mit Eintrdgen z; < zo < -+ < x,
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head:

ol e] {olot Lo} Jaa o} {xole] for[ o} {ale] {=[

Abbildung 4.2.1: Geordnete lineare Liste, n = 8.

aus einem geordneten Universum (U, <). (Man stelle sich als Eintrége Zahlen vor.)
Wir wollen in dieser Liste nach einem Eintrag x suchen. Normalerweise bleibt nichts
anderes iibrig, als die Liste linear von vorne bis hinten zu durchmustern, bis das
Element z gefunden wurde oder bis das Ende der Liste erreicht wird oder (wegen
der Sortierung!) bis ein Eintrag y > x gefunden wird. Der Aufwand fiir diese Suche
ist proportional zur Anzahl der durchgefiihrten Schliisselvergleiche. Diese betrégt k,
wobei k < n minimal ist mit 2, > z. (Die Moglichkeit, dass x grofer ist als alle Lis-
teneintrage, umgehen wir, indem wir ein letztes Listenelement mit einem kiinstlichen
Schliissel ,, 00 anhéngen. Ab hier sei also z < x, vorausgesetzt.) Im schlechtesten
und im mittleren Fall ist der Suchaufwand O(n).

Diese lineare Schranke wollen wir schlagen. Hierfiir muss eine besondere Vorausset-
zung erfiillt sein: Es muss mdoglich sein, ein Element der linearen Liste uniform zu-
fallig auszuwéhlen. Dies ist bei den gewohnlichen Listenimplementierungen, wie sie
von den Programmiersprachen bereitgestellt werden, nicht der Fall. Allerdings ist es
leicht, diese Voraussetzung herzustellen. Wir nennen drei Moglichkeiten.

e In Abbildung ist die erste Moglichkeit dargestellt. Man konnte zur Im-
plementierung der Liste vom Programm aus ein Array A[1..m] of listelem
von Listenelementen kreieren und beim Einfiigen in die Liste durch geeignete
Verwaltung dafiir sorgen, dass die benutzten Listenelemente immer einen vollen
Anfangsabschnitt der Lénge n dieses Arrays bilden. (Wenn auch Loschungen
durchgefiihrt werden sollen, ist entweder eine doppelte Verzeigerung der Liste
notig oder man muss fiir eine Loschung zweimal suchen.)

e Abbildung zeigt eine zweite Moglichkeit. Eine lineare Liste ldsst sich auch
,,z1 Fufs” realisieren, mit Hilfe eines Arrays value[1..m] of data, das die Da-
ten enthélt (im Beispielbild sind dies auch Zahlen), und eines zweiten Arrays
next[1..m] of int, das die Zeiger als explizite Zahlen in {1,...,n} enthalt.
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Der Listenbeginn ist durch einen Wert head gegeben. (free enthélt die Nummer
der ersten freien Zelle, maxlength die Liange m des Arrays.) Um die Liste zu
durchlaufen, beginnt man mit dem Wert j; in head — im Beispiel ist dies j; = 4
— und verfolgt iterativ die next-Werte, mt j,,1 := next [j,] bis zum Listenende,
das durch den Wert next [,,]= 0 angezeigt wird.) Dabei miissen die benutzten
Arrayzellen in beiden Arrays stets einen zusammenhingenden Anfangsabschnitt
bilden. Die Implementierung von Einfiige- und Losch-Operationen in einer sol-
chen Struktur ist eine Ubungsaufgabe fiir die ersten Semester. (Beim Léschen
muss man zweimal suchen, um die kompakte Darstellung als Anfangsabschnitt
aufrechtzuerhalten.)

e Eine dritte Moglichkeit ist es, zusitzlich zur Liste ein Array p[1..m] mitzu-
fithren, das im Abschnitt p[1..n] einen Zeiger auf jedes Listenelement enthilt.
(Diese Losung kostet natiirlich zusétzlichen Platz. Sie hat aber den Vorteil, dass
man beim Loschen in der linearen Liste nur einmal suchen muss.)

1 2 /4 5

(s o[ (2] ]| [s[ o] | [ ] o] | [o[ o] | [sr]*] | [s7] ]

Y/

head:

Abbildung 4.2.2: Geordnete lineare Liste, Listenelemente in Array, m =9, n = 8.

Wir stellen uns fiir das Folgende vor, dass (Zeiger auf) Listenelemente zufillig gewéhlt
werden konnen. Die Idee fiir den Algorithmus ist einfach: Man wahlt zufallig eine
Reihe (L viele) von Listenelementen x;,, ..., z;, (Wiederholungen sind erlaubt, man
kiimmert sich also nicht darum) und sucht unter diesen den groften Eintrag x;,
heraus, der < z ist. Mit dem Nachfolger dieses Listenelements startend sucht man das
erste Element in der Liste mit einem Schliissel, der > x ist. Leichte Komplikationen
werden dadurch verursacht, dass = kleiner als alle Eintrige in der Liste sein konnte
(dann ist das erste Listenelement die Ausgabe) oder z > xz; gilt und alle zufillig
gewéhlten Elemente mindestens so grofs wie x sind (dann sucht man in der Liste
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
value: | 33| 24|41 6| 9| 37| 17| ®| *

next: | 6118 5| 73|20 *

head: | 4

free: | 9 maxlength: | 9

Abbildung 4.2.3: Geordnete lineare Liste in 2 Arrays, m =9, n = 8.

startend mit dem zweiten Element ). Algorithmus stellt dies systematisch
dar. Die Zufallsauswahl ist Phase 1, die lineare Suche (inklusive Sonderfall) Phase 2.

Algorithmus 4.2.1 Randomasierte Suche in linearer Liste
INPUT: Liste (Start bei head) mit Eintragen z; < - -+ < x,,, Suchschliissel x < z,.

METHODE:
// Trivialitatstest und Initialisierung:
if z < head.key then return head else best < head; bestkey < head.key;
// Phase 1: Wihle L Eintrége zufillig, bestimme den groften, der < x ist:
2  repeat L times
3 rand < (Zeiger auf) zufélliges Listenelement;
4 if rand.key < z and bestkey < rand.key
) then best < rand; bestkey < rand.key;
// Phase 2: Lineare Suche ab dem auf best folgenden Listenelement:

—_

6 iter < best;
7 repeat iter < iter.next until iter.key > z; // endet wegen z,, = 0o
8 return iter.

Analyse: Korrektheit. Zeile 1 testet, ob das erste Listenelement die korrekte Aus-
gabe ist. Falls dies nicht so ist, ist der erste Listeneintrag kleiner als x, und z; steht
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weiter hinten in der Liste. Phase 1: In Zeilen 2-5 werden Listeneintrige zufillig ge-
wahlt. Unter ihnen wird der grofte Eintrag ausgewéhlt, der < z ist (,best”) — wenn
es unter den zufillig gewdhlten Eintrigen keinen gibt, der kleiner als x ist, bleibt es
beim ersten Listeneintrag x;. Der so bestimmte Listeneintrag steht sicher echt vor xy,
dem gesuchten Eintrag. Es folgt Phase 2. Ab dem auf best folgenden Listeneintrag
wird linear der erste gesucht, der einen Schliissel > x hat. Ein solcher existiert (weil
x, = 00), und er ist das korrekte Ergebnis.

Analyse: Zeitbedarf. Die Initialisierung bendtigt einen Schliisselvergleich. Phase
1 benétigt héchstens 2L Schliisselvergleiche. Die Anzahl der Schliisselvergleiche in
Phase 2 ist eine Zufallsvariable. Wenn x, der kleinste Schliissel ist, der > x ist, dann
wird auf jeden Fall z mit z; verglichen. Die Anzahl der weiteren Vergleiche nennen

wir Ys. Wir haben (siehe Abbildung [4.2.4)):

Yy > j = in Phase 2 werden xy_j, ..., xy_1 mit x verglichen
= in Phase 1 werden z;_;, ..., x;_ nicht gewihlt.
— X |® Xejr1 |1 e X e X, o |et-
N _/
e

in Phase 1 nicht gewihlt

Abbildung 4.2.4: Listeneintriage, die nicht gewdhlt wurden, wenn Y, > j ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass xj_j,...,2x—1 in keinem der L Versuche in Phase 1
gewihlt werden, ist

Damit (mit Fakt 2.2.9):

7>1 1<5<n
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Die Summe schitzen wir nach oben durch ein Integral ab, wie in Abschnitt [A] be-
schrieben. Die Funktion f: ¢ — (1 — £)¥ ist im Intervall [0,n] monoton fallend.
Lemma [A.0.1[(b) mit @ = 0 und b = n liefert

. L n n
2 (1_%) S/0 (1_%>Ldt: [_Lilo_%)LH}o:LZl'

1<j<n

Wenn Y die Anzahl aller Vergleiche im Algorithmus bezeichnet, erhalten wir:

n
E(Y)<1+2L+14——.
V)sis2btls

Wir setzen nun L so fest, dass dieser Ausdruck moglichst klein wird. Standardmetho-
den (setze Ableitung von 2x +n/(z + 1) gleich 0, was x = y/n/2 — 1 liefert) ergeben
als fast optimale Wahl L = |/n/2|. Damit wird

WS?%—\/%-I—\/%/Q:Q—FQ@:O(\/@.

E(Y) <2+2|vnf2| +

Satz 4.2.2

Suchen in einer angeordneten linearen Liste mit n Eintrégen, bei der zufélliges Wéh-
len eines Listenelements moglich ist, bendtigt bei Verwendung von Algorithmus [4.2.1
im erwarteten Fall Zeit O(y/n).

Bemerkung: Wenn man anstelle der in einem Array organisierten Liste direkt ein
sortiertes Array benutzt, kann man mit [logn] Vergleichen suchen (binédre Suche). In
unserer Listenstruktur sind jedoch auch Einfigungen und Lischungen in erwarteter
Zeit O(y/n) durchfiithrbar, was in einem sortierten Array nicht der Fall ist.

Eine durch die Zufallsauswahl von Listenelementen inspirierte Datenstruktur ist die
Skipliste |William Pugh: Skip Lists: A Probabilistic Alternative to Balanced Trees.
Commun. ACM 33(6): 668-676 (1990)]. Dabei wird diese Zufallsauswahl iteriert:
p € (0,1] sei konstant gewéhlt, zum Beispiel p = 1. Aus der Originalliste wird jedes
Element mit Wahrscheinlichkeit p gewéhlt, und Zeiger auf die gewédhlten Elemente
bilden die Liste der Stufe 1. Aus der Liste der Stufe ¢ wird auf dieselbe Weise die Liste
der Stufe ¢+ 41 gebildet, fiir : = 1,2, 3, .... Im Erwartungswert hat die Liste der Stufe
i etwa p'n Eintrige, und mit hoher Wahrscheinlichkeit gibt es nur O(log(1/p)) viele
Stufen. Suchen erfolgen erst in der Liste der héchsten Stufe, dann in der darunterlie-
genden, usw. Es ergeben sich erwartete Zeiten fiir Suchen, Einfiigen und Loschen von
O(logn). Details zur Datenstruktur Skipliste findet man zum Beispiel in dem Buch
,Algorithmen und Datenstrukturen® von Ottmann und Widmayer.
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4.3 Quickselect

Fiir diesen Abschnitt sei U eine durch die Relation < totalgeordnete Menge (z.B.
U=N).

Definition 4.3.1

Wenn S = (ay,...,a,) eine Folge von n Elementen von U ist (Wiederholungen sind
erlaubt!) und 1 < k < n ist, dann heifst a € {a,...,a,} das Element von Rang
k in S, wenn

Hil|l<i<n,a<a}|<k<|{i|1<i<n,a <a}

Das Element a von Rang [n/2] heift der Median von S.

Das Selektionsproblem besteht darin, zu einem gegebenen Array A[l..n| mit Eintri-
gen ay, ..., a, den Eintrag von Rang k zu finden. Die ,einfachste” Mdoglichkeit hierfiir
ist, die Folge zu sortieren und das Element an Position k auszugeben. (Rechenzeit:

O(nlogn).)

Beispiel: Sortieren von S = (4,1,27,4,15,11,7,30) liefert (1,4,4,7,11,15, 27,30).
Also ist 4 das Element vom Rang 2 (und vom Rang 3) und 7 ist der Median. Wenn
man S = (1,30,4,11, 15,27, 7) sortiert, ergibt sich (1,4,7,11,15,27,30). Also ist 30
das Element vom Rang 7, und 11 ist der Median. Beachte: Wenn n ungerade ist, ist
der Median das ,mittlere“ Element, wenn man S sortiert anordnet; wenn n gerade
ist, sitzt der Median unmittelbar links neben der Mitte.

Eine weitere Moglichkeit zu demonstrieren, dass a das Element von Rang k ist, ist,
A so umzusortieren, dass erst Eintrdge < a kommen, dann a in Position k, dann
Eintrige > a. Im ersten Beispiel zeigt die Anordnung (4,1,4,11,7,27,30,15), dass
4 das Element von Rang 3 ist, die Anordnung (4,1,4,7,27,30,11,15), dass 7 der
Median ist. Wir bemerken: Wenn eine solche Anordnung gegeben ist, geniigen n — 1
Vergleiche, um die Behauptung zu verifizieren, dass an Stelle £ der Eintrag von Rang
k steht. Wir betrachten nun einen Algorithmus, der in (erwarteter) Linearzeit eine
solche Anordnung herstellt. Fiir die Zwecke dieser theoretischen Diskussion nehmen
wir an, dass alle Eintrdge verschieden sind.

Gegeben sei also ein Array A[1..n], in dem die verschiedenen Eintrige a; < --- < a,
aus einem totalgeordneten Bereich (U, <) in irgendeiner Reihenfolge gespeichert
sind.
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Aufgabe: ,Selection(k)*“: Arrangiere die Eintrdge in A[1 . . n] so um, dass in A[k]
das Element a; von Rang k in S = {ai,...,a,} steht und dass die Eintrige in
AT1..k — 1] kleiner als a; und die in A[k + 1..n] grofer als a; sind.

Der ,Quickselect-Algorithmus® ist ein randomisierter Algorithmus, der das Selekti-
onsproblem in erwarteter Zeit O(n) und mit erwarteter Vergleichsanzahl O(n) 16st.

Algorithmus und Analyseprinzip finden sich separat auf Folien aus einer fritheren
Version der Vorlesung ,Algorithmen und Datenstrukturen“ (separat bereitgestellt).
Der Ansatz der Analyse dhnelt dem der Analyse von Quicksort aus Abschnitt 1.4.
Das zentrale Ergebnis ist dabei Folgendes.

Satz 4.3.2
Der Algorithmus QuickSelect macht auf Eingaben der Linge n im erwarteten Fall
weniger als 4n Vergleiche.

Auf den Folien wird die Summation der Terme der letzten Summe
1
S= >,
\<ichej<nd " +1

nur sehr summarisch durchgefiihrt, mit dem Ergebnis, dass diese Summe kleiner als
n — 2 ist. Damit betrégt der Beitrag der Paare (i,j) mit i < k < j zur erwarteten
Vergleichsanzahl weniger als 2n.

Hier wollen wir fiir Interessierte eine noch schirfere Schranke herleiten.
(Beginn nicht priifungsrelevanter Abschnitt.)

Wir analysieren dazu die Summe genauer. Wie auf den Folien werden die Summanden
in die nachfolgende (k — 1) x (n — k)-Matrix geschrieben (fiir & < n/2):
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1 1 1 1 1 1 1
k+1 k42 T n—k n—k+1 n—k+2 n—1 n

1 1 1 1 1 1 1 1

k k+1 k42 e n—k n—k+1 n—k+2 e n—2 n—1

1 1 1 1 _1 1 1

4 5 k+1 k+2 T n—k n—k+1 n—k+2

1 1 1 1 1 1 1 1

3 4 k k+1 k+2 T n—k n—k+1 n—k+2

Auf den Folien wurde gesagt, dass die Summe aller Eintrage kleiner als n sein muss,
weil die (konstanten) Eintrége in jeder Diagonalen sich héchstens zu 1 summieren
und es exakt n — 2 Diagonalen gibt.

Wir analysieren die Summe der Matrixeintrdge nun genauer. Wir teilen sie dazu in
drei Teile ein:

Teil I, Summe B;: Eintrige strikt unterhalb der Diagonalen mit den ﬁ—Eintrégen,

1
E+17
linker oberer Ecke) bis zur Diagonalen mit den ——-Eintréigen (endet zwei Po-

sitionen links von rechter unterer Ecke),

Teil TI, Summe Bs: Eintrige ab der Diagonalen mit den Eintriagen (startet in

Teil TTI, Summe Bj: Eintrage strikt oberhalb der Diagonalen mit den ﬁ—Eintrégen.

Setze a := k/n. Dann gilt 0 < a < 1. Offenbar gilt:
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Nach Beispiel [A.0.2(ii) im Anhang haben wir —= + =5 + -+ ¢ <In(%). Damit:

u+2
po_ol, 2 3 k-1 k-l
T Tn—1 "Thn=2 n—k+2 n—k+1
1 1 1
< (P ) e (P ) (P
n n—1 n—k+1
1 1 1
— D=+ — 4+ ...0 = ) _k
(n+ )(n+n—1+ +n—k—i—1>

S(n—i—l)ln(nﬁk) — k.

Wir erhalten, weil In(1/(1 —a)) <In2 < 1:

n 1
Bl+Bg<(n—|—1)ln(n_k> —2:(n+1)ln(1_a) —2< —nln(l —a).

(Der Logarithmus ist natiirlich negativ!) Schlieklich, nochmals mit Beispiel [A.0.2{(ii):

1 1 1 1
By= (k-1
2= )(k+1+k:+2+k+3+ +n—k:)

g(k—mn(";k) <anln(n;k)

= anln (1 - O‘) =n-(aln(l - a) — aln(a)).

(07

Wir fassen zusammen:

S =Dy + By + B3
<n-(—In(l —a)+aln(l —a) — aln(a))
=n-(—(l1-a)ln(l —a) —alha)
=n-H./(a),

wobei H.(a) die Entropie der Verteilung (o, 1 — «) zur Basis e ist. Beziiglich der in
der Informatik iiblichen bindren Entropie Hy(a) = —(1 — ) logy(1 — ) — alog,(«)
ergibt sich mit Hilfe der Beziehung H.(«) = (In2)Hy(a):

S <n-(In2)H(«).
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Insgesamt, weil o < %:
E(Cy) <n- (24 (2In2)Hy(a)).

Der schlechteste Fall tritt fiir o = %, also k = n/2, auf. Dies ist der Fall des Medians.
Dann ist Hy(3) =1, und E(C,/2) < (24 (2In2))n =~ 3.3863n.

(Ende nicht priifungsrelevanter Abschnitt.)

Satz 4.3.3
Quickselect mit & = an hat erwartete Vergleichsanzahl < (24 (21n2)Hy(«)) - n.

Der nichste Abschnitt zeigt, dass (mit einem anderen, etwas komplizierteren
Algorithmus) die Vergleichsanzahl noch auf etwa %n verbessert werden kann.

4.4 Mediansuche mit ,,Random Sampling*

In diesem Abschnitt betrachten wir nochmals das Selektionsproblem, und zwar den
wichtigen Spezialfall k = [n/2]: das Medianproblem.

Zur Vereinfachung der Analyse nehmen wir an, dass n/2 und n'/* ganze Zahlen sind.
(Andernfalls arbeitet man mit geeigneten gerundeten Werten.)

Die Idee ist, mit einem Zufallsverfahren zwei Elemente a und b in S zu finden der-
art, dass mit grofler Wahrscheinlichkeit a kleiner als der Median und b gréfer als der
Median ist. Dann kann man durch einmaliges Durchmustern aller Eintrige in A und
Vergleichen mit a und b die Eintrége von A in drei Klassen einteilen und umarran-
gieren: In A[1..u — 1] stehen die Eintrage, die kleiner als a sind; in A[u] steht a; in
Afu+1..v— 1] stehen die Eintrige, die zwischen a und b liegen; in A[v] steht b; in
Afv+1..n] schliefslich stehen die Eintréige, die grofer als b sind. Nun muss man nur
noch die Eintrdge in A[u + 1..v — 1] sortieren, um den Median an seinen Platz zu
schaffen und die anderen Elemente wie verlangt anzuordnen.

Wenn nur v — u = o(n/logn) gilt, wird der Aufwand fiir das Sortieren o(n) sein.

Aber wie finden wir die gewiinschten Eintrdge a und b? Die Intuition hinter dem
Algorithmus ist folgende. Wir wahlen

L=n3"
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<a al| >a, <b | b >b

viele Eintrage aus S rein zufillig, der — algorithmischen — Einfachheit halber mit
Wiederholung. Das ist im Durchschnitt jeder n'/4-te Eintrag. (Diese Zufallsauswahl
nennt man ,,random sampling“.) Man kann sich vorstellen, dass diese zufillig gew#hl-
ten Elemente b; < --- < by, einigermafen gleichmébig tiber den Bereich {1,... ,n} der
Rénge in S verstreut sind. Wir wihlen nun aus der (Multi-)Menge B = {by,...,b.}
zwei Elemente a und b, die wir in der Nithe der Riinge n/2 —n®* bzw. n/2+n3/* ver-
muten. Da B um den Faktor n'/*  diinner als S ist, sollten wir hierfiir die Elemente
aus B vom Rang (n/2 —n®*)/n!/* = Ln3* — \/n und (n/2+4n®*)/n/* = in3/1+/n
nehmen. Um diese Elemente zu identifizieren, wird B einfach sortiert. Der Aufwand
hierfiir ist O(n**logn) = o(n).

Es kann natiirlich passieren, dass bei der Zufallsauswahl etwas schief geht. Es kann
sein, dass a und b den Median nicht ,einrahmen® oder dass der Abstand v — u zu
grofs ist. Mit Hilfe der Hoeffding-Schranke werden wir aber zeigen, dass dies nur
mit verschwindend geringer Wahrscheinlichkeit passiert. Zudem kann diese Situation

erkannt werden, so dass wir einen selbstverifizierenden Algorithmus mit sehr kleiner
Versagenswahrscheinlichkeit erhalten (Algorithmus |4.4.1)).
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Algorithmus 4.4.1 Random Sample Median
Input: Array A[1..n] (ungeordnet)

Methode:

(1) L+ n3/4

(2) Wahle zufallig j;,...,j, aus {1,...,n};

(3) Sortiere A[71],...,A[j.] aufsteigend; Resultat ist by < by < --- < by.
(4) at bro g

(5) b4 by m:

(6) partitioniere(a, b, u,v), mit Ausgabewerten u und v, das bewirkt:

fiir geeignete u und v arrangiere A[1..n] so um, dass gilt:

Eintrdge < a stehen in A[1..u — 11;

Eintrdge > b stehen in A[v+ 1. .n];

a steht in A[u], b steht in A[v];

Eintrége zwischen a und b stehen in Afu+1..v — 11;
(7) Fall 1: u > n/2 oder v < n/2: return 7
(8) Fall 2: v —u > 2D -n%/* return ,?; // D: eine noch festzulegende Konstante
(9) Fall 3: Sonst. Sortiere Alu + 1..v — 1], z.B. mit Mergesort; return A[n/2].

Es ist klar, dass der Algorithmus, wenn er den Fall 3 erreicht und den mittleren
Abschnitt sortiert hat, die verlangte Umordnung ,Median in die mittlere Position®
korrekt vorgenommen hat. Wir haben also einen selbstverifizierenden Algorithmus,
den man durch Wiederholung in einen Las-Vegas-Algorithmus umbauen kann, wenn
die Wahrscheinlichkeit fiir die Ausgabe ,,7* geniigend klein ist.

Laufzeitanalyse: Entscheidend ist die Zahl der Vergleiche. Fiir das Sortieren der
n3/* Zufallselemente geniigen O(n**logn) = o(n) Vergleiche. Fiir die Separierung in
die drei Abteilungen ,,< o, ,zwischen a und b (einschlieklich)* und ;> b* werden im
schlechtesten Fall 2n Vergleiche benotigt. Wenn man fiir jeden Eintrag x zufdllig ent-
scheidet, ob man x zuerst mit a oder mit b vergleicht, ist mit hoher Wahrscheinlichkeit
die Zahl von Vergleichen fiir Zeile (6) sogar nur etwa %n + o(n) (Ubungsaufgabe!).
Das Sortieren des mittleren Teilarrays in Fall 3 kostet wieder O(n**logn) = o(n)
Vergleiche.

Wahrscheinlichkeitsanalyse: Wir schitzen die Wahrscheinlichkeit dafiir ab, dass
nicht Fall 3 eintritt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt Fall 1 ein, d.h. ist u > n/2 oder v < n/2? Wir
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fragen also nach der Wahrscheinlichkeit Pr(A; U A,) fiir die Ereignisse
Ay :={u>n/2} und A, :={v <n/2}.

Wir betrachten nur A;. Wir konnen uns o. B.d. A. vorstellen, dass a; < --- < a,, gilt.
(Diese Anordnung wird vom Algorithmus natiirlich nicht hergestellt. Da iiber die zu-
falligen Indizes jy, ..., jr Eintrdge zuféllig gewédhlt werden, ist die Anordnung im Ar-
ray A unerheblich.) Wenn A; eintritt, dann trifft die Zufallsauswahl A[j1],... A[j.]
die Menge {a1,...,a,2} (erste Hélfte) strikt weniger haufig als (L/2 — y/n)-mal.
Andererseits erwarten wir genau L/2 Treffer. Diese Unterschreitung des Erwartungs-
wertes ist sehr unwahrscheinlich, wie man durch Anwendung der Hoeffding-Schranke
(Abschnitt 2.6) sieht. Wir definieren:

X, = { L falls ALjD € {ar,- - anpo}, } fir 1 <i<L;
0, sonst,
X = X1+"'+XL,

m = E(X)=L/2,
§ = /n/m=2n""4

Dann haben wir, nach einer Form der Hoeffding-Schranke (Korollar 2.6.4, Formel
(2.6.18) in Abschnitt 2.6):

Pr(A;) Pr(X < (1—-9)m)

_52
65771/2

IN

67n_1/2-L

_pl/4
= e
Da man Pr(A,) analog abschétzen kann, ergibt sich als Schranke fiir die Wahrschein-

lichkeit, dass Fall 1 eintritt, 26_”1/4, eine mit wachsendem n sehr rasch verschwindende
Zahl.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt Fall 2 ein, d. h. es ist v —u > 2Dn**? B sei das
Ereignis, dass Fall 2 eintritt, nicht aber Fall 1.

Wenn Fall 2 eintritt, aber nicht Fall 1, dann ist u < n/2 < v und es tritt mindestens
einer der beiden folgenden Fille ein:
(i) v —n/2 > D -n%* (Ereignis B),
(ii) n/2 —u > D - n** (Ereignis By).
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(Wenn v —n/2 und n/2 — u beide < D - n®* wiren, hitten wir v —u < 2D - n%/4))

Wir zeigen, dass By exponentiell kleine Wahrscheinlichkeit hat; fiir By zeigt man dies
analog.

Dass v > n/2+ D - n®* ist, bedeutet, dass b = by 5,  nicht in {ay, ... NSy
sitzt, d. h. dass die Zufallsauswahl A[j;], ..., A[j.] weniger als L/2++/n oft die Men-
ge Sunten = {01, .., Qo ppssa} trifft. In Syyen erwarten wir aber (n/2 + Dn?/%) .
(L/n) = L/2 + Dy/n Treffer. Wir rechnen nun wieder mit Hilfe der Hoeffding-
Ungleichung aus, dass eine Trefferzahl von < L/2+ /n fiir nicht zu kleine D extrem
unwahrscheinlich ist.

Definiere:
X, = { 1, falls A[j;] € Suntens }’ fir 1 <i< L
0, sonst,

unten L
m = E(X):L-M:§+D\/ﬁ,
n

s m—(L2+Vn) _ (D-1)ya
m L/2+ Dyn'

Nun haben wir, wieder mit der Hoeffding-Schranke (Korollar 2.6.4 in Kap. 2):

Pr(B;) < Pr(X <m(l1-9))
< 6—62771/2
_ e—(D—1)2~n/(L+2D\/ﬁ)
< 67(D71)2-n1/4/(1+2Dn*1/4)'

Fiir jedes feste D > 1 geht auch diese Wahrscheinlichkeit mit wachsendem n expo-
nentiell rasch gegen 0. Man wéhlt z.B. D = g und hat damit einen zu sortierenden
Jmittleren Bereich“ von maximal 5n%* Elementen und eine Wahrscheinlichkeit von
héchstens 2e~225n'*/ (14504  o=n'/* fiir Fall 2 (fiir n geniigend groR).

Wir fassen zusammen:

Satz 4.4.2
Algorithmus ist ein selbstverifizierender Algorithmus fiir das Medianproblem
(einschlieflich Umarrangieren). Die Anzahl der durchgefiihrten Vergleiche ist %n +

O(n**logn), die Versagenswahrscheinlichkeit ist O(e="""").
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Bemerkung 1: Beim Umbau zu einem Las-Vegas-Algorithmus geméf Kapitel 3 er-
gibt sich eine erwartete Vergleichsanzahl von %n + O(n**logn), da auch mit den
zusétzlichen Faktoren 1/(1 — O(e™"")) = 1 + O(e™"") die Vergleichsanzahl in
3+ O(n%*logn) bleibt.

Bemerkung 2: Unter den bekannten Median-Algorithmen gibt es keinen, der die
Vergleichsanzahl des Random-Sampling-Algorithmus (im Wesentlichen 3n) schligt.

Bemerkung 3: Eine Variante der Random-Sampling-Methode fiihrt zu effizienten
parallelen Sortieralgorithmen.

A FErganzung: Abschatzung von Summen
durch Integrale

Im Abschnitt iiber zweifach unabhiingige Suche haben wir zweimal eine un-
endliche Reihe durch ein Integral abgeschitzt. Auch bei der genauen Analyse von
Quickselect (Abschnitt 4.3) ergab sich die Notwendigkeit fiir eine solche Abschéitzung.
Dahinter steckt eine einfache Technik, die es erlaubt, Summen mit monoton fallenden
oder monoton wachsenden Summanden einfach und recht genau abzuschétzen. Aus
den Ungleichungen lasst sich auch ablesen, wie groft der Schitzfehler maximal ist.
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Lemma A.0.1
Sei f: [a,b] — Ry eine Funktion, wobei @ € N und b € NU {oo}. Dann gilt:

(a) Wenn f monoton wachsend ist und a < b ganze Zahlen sind, gilt:

b b
/f(a:)dxg Z f(@) und Z f(Z)S/f(;L‘)dm

a<i<b a<i<b

(b) Wenn f monoton fallend ist und a < b ganze Zahlen sind, gilt:

/f(x)da:g Zf(i) und Zf(i)g/f(a:)da:.

a<i<b a<i<b

(¢) Wenn f monoton fallend ist, gilt fiir die unendliche Reihe:

[f@as<Y 10 < [1@ds+ fa)

i>a

Beweis: (a) Die Situation ist wie in der folgenden Skizze. Die roten Rechtecke deuten

eine Obersumme fiir das Integral ff f(x) dx an, die griinen Rechtecke eine Untersum-
me.

N
f(X) f (b)

I et

Weil f monoton wachsend ist, gilt:
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Zf(q:) dx < f(i), fiir a <i < b, und f(i) < Z+1f(az:) dx, fir a <i<b. (A.0.6)

i—1 )

Wir summieren die erste Ungleichung in (A.0.6) iiber ¢ < ¢ < b und erhalten
fbf dr < Y, f(i). Die zweite Ungleichung summieren wir iiber a < 7 < b

und erhalten 7 ., f(i) < f f(x
(b) Weil f monoton fallend ist, gilt:
i+1 i
f(z)dz < f(i), fir a <i < b, und f(i) < / f(z)dz, fira <i<b. (A.0.7)
i i—1
Wir summieren die erste Ungleichung in (A.0.7) iiber a < i < b und erhalten
fbf dr < Y ,cie f(i). Die zweite Ungleichung summieren wir iiber a < ¢ < b

und erhalten 37, ., f(i) < f f(x

(c) Wenn b = oo, summieren wir die erste Ungleichung in (A.0.7) iiber alle ¢ > a und
die zweite iiber alle ¢ > a, um die behaupteten Ungleichungen zu erhalten. a

Beispiele A.0.2
(i) Mit f(z) = 1/x und a = 1 und b = n + 1 erhalten wir mit Lemma [A.0.1{b) obere

und untere Schranken fiir H, = >, +:

X

n+1 x
lnn<1n(n+1):/ — < H,<1l+Inn.
1

(ii) Mit f(z) =1/xz und 0 < a < b beliebig gilt, nach Lemma [A.0.1{(b):

Z /dm / lnb—lna:ln(g).

a<z<b

(iii) Mit f(z) = 1/2? und b = oo erhalten wir mit Lemma [A.0.1|(c):

/f [—1/z]° :—<Z—</f )dz + f(a) = _+i_

i>a
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(iv) Mit f(z) = In(z) und a = 1 und b = n konnen wir Lemma [A.0.1j(a) anwenden.
Beachte, dass [Inzdz = z(Inz — 1) + C, also [['In(z)dz = n(lnn — 1) + 1. Wir
erhalten:

n(lnn —1)+1+4+Inl1 < Z Ini, dh. n(lnn—-1)+1< Z Ini = In(n!).

1<i<n 1<i<n

Daraus schliefien wir:

Weiter ergibt sich (zweite Ungleichung in Lemma [A.0.1(a)):

Z Ini <n(lnn—1)+1+1Inn, dh. In(n!) <n(lnn-—-1)+1+Inn.

1<i<n

Daraus schlieflen wir:

nl < 6n(ln'n,—l)—&—l—&—lnn _ (en) . (E)n ‘

Dies sind schon (fiir den geringen Aufwand) recht ordentliche Abschétzungen fiir n!.

Eine viel schirfere Abschétzung bietet die Stirling’sche Formel, grobn! ~ /2mn(n/e)",
die zeigt, dass der wahre Wert von n! (geometrisch) zwischen e(n/e)™ und (en)(n/e)™
liegt, und dass die wirkliche Konstante /27 ist. Abschétzungen, die auf etwa 1+ m
genau sind, bieten die folgenden Ungleichungen, die fiir alle n > 1 gelten:

n 1 n\" 1
2mn (—) ezt < pl < V2mn (—) enen,
e
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